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Para Início de 
Conversa... 


A experiência adquirida nestes mais de 20 anos de docência da disciplina me motivou a 
apresentar um trabalho, cuja ênfase é o aspecto didático. Procurei organizar um texto que 
permita ao estudante “prosseguir sozinho”, se assim o desejar, sem naturalmente prescindir 
da orientação do professor. 

E, para tanto, como este livro foi pensado? O texto está estruturado sobre os 
dois grandes assuntos, intimamente relacionados, de seu título. Os “personagens” 
dos quatro primeiros Capítulos são os Vetores, cujo papel é de fundamental im- 
portância, não apenas no ensino da Matemática, como na aplicação em outras áre- 
as. No final dos Capítulos 2 e 3 encontram-se duas aplicações na Física. No 
Capítulo 1, a noção de Vetor é apresentada de forma intuitiva, e seu estudo é rea- 
lizado por meio dos Tratamentos Geométrico e Algébrico. Este capítulo mereceu ' 
uma atenção muito “carinhosa” e por isso mais delongada, porquanto seu conteú- 
do facilitará sobremaneira a compreensão do que está pela frente. Os últimos cinco 
capítulos são dedicados à Geometria Analítica. O estudo da Reta, do Plano e das 
Distâncias (Capítulos 5, 6 e 7), estruturado sobre vetores, pretende conduzir o 
estudante a interpretações geométricas de fatos algébricos. No Capítulo 8, curio- 
sidades em torno das Cônicas emolduram o assunto, e, finalmente, no Capítulo 9, 
pretende-se fazer entender a origem das equações das Superfícies Quádricas, a 
partir das correspondentes Superfícies de Revolução. 

A par de uma segiiência lógica dos assuntos, são apresentados 111 problemas resol- 
vidos, que no texto estão identificados como Exemplos. Sua criteriosa seleção objetivou, 
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na maioria das vezes, não só complementar a parte teórica, como preparar para o passo 
seguinte. 

Como estes apaixonantes segmentos da Matemática, Vetores e Geometria Analítica, 
permitem a visualização dos conceitos, são apresentadas 214 Figuras, que podem auxiliar 
em muito sua compreensão. 

Além de tudo, um número expressivo e variado de Problemas Propostos no final de 
cada capítulo, ao todo 460, proporcionará uma aprendizagem mais consistente. 

A elaboração de um livro-texto, com a explícita função didática voltada ao desenvol- 
vimento de um trabalho acadêmico, tanto dentro quanto fora da sala de aula, propõe-se a 
atingir dois alvos: o aluno e o professor. 

Ao aluno, razão primordial do processo de ensino-aprendizagem, gostaria de me diri- 
gir de um modo todo especial. Às vezes é bom lembrar: Vetores e Geometria Analítica são 
assuntos de vital importância na compreensão de disciplinas tais como Cálculo, Álgebra 
Linear, Equações Diferenciais, e outras, uma vez que, além de relacionarem as represen- 
tações algébricas com entes geométricos, visam a desenvolver habilidades como raciocínio 
geométrico e visão espacial. Sua aprendizagem, entretanto, será tanto mais segura e con- 
sistente, quanto maior for o tempo dedicado a atividades extraclasse, principalmente na 
solução de problemas. Ao tentar resolvê-los, sugere-se não fazê-lo de forma “corrida”, e 
sim saltando de dois em dois, ou de três em três, até o final. Assim se terá passado por 
todo o conteúdo e experimentado os diversos níveis de dificuldade. E, no caso de ainda 
sobrar tempo, recomenda-se retornar e resolver aqueles que ficaram de fora, para reforçar 
o conhecimento do conteúdo. Estes problemas são apresentados na ordem de desenvolvi- 
mento do texto, e os últimos oferecem maiores desafios. Finalmente, para permitir a auto- 
avaliação do trabalho, Respostas são apresentadas logo a seguir. 

Ao professor e colega desejo manifestar a satisfação deste lançamento, colocando em 
suas mãos um texto, assim espero, facilitador de sua tarefa docente. É claro que este tem a 
“cara” do autor, e meus ex-alunos certamente nele me identificariam. Da mesma forma, 
cada professor tem suas “peculiaridades” (ainda bem!), razão por que não é possível fazer 
um livro do agrado de todos. 

O texto foi planejado para ser desenvolvido num semestre letivo de quatro aulas se- 
manais. Entretanto, variáveis tais como bagagem do aluno, proposta do curso e objetivos 
da disciplina podem requerer adaptações. Por esta razão, foi apresentado um número ele- 
vado de exercícios, para tornar possível ao professor um maior ou menor aprofundamento 
da matéria, assim como atendimento diferenciado aos alunos frente a seus interesses e 
potencialidades. Além disso, os tipos variados de exercícios permitem ao professor sugerir 
aqueles que melhor se adaptem ao seu gosto, estilo e objetivos. 


Para Início de Conversa... IX 


Finalizando, ciente de que o sucesso de toda iniciativa de construção e difusão de 
conhecimentos muito depende das contribuições daqueles a quem se destina, dirijo este 
apelo a todo usuário — aluno ou professor — deste texto: se gostou, diga, por gentileza; e 
da mesma forma, se não gostou dele. Opiniões, críticas e sugestões serão bem-vindas, pois, 
com toda a certeza, contribuirão para o aperfeiçoamento de futuras edições. 

Para suas apreciações, dirija-se diretamente para winterle.voyOzaz.com.br, ou es- 
creva para a Editora, que me repassará as manifestações que receber. 
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Vetores 


Com o propósito de garantir uma maior clareza para o leitor, a abordagem do estudo de 
vetores será feita por meio de dois tratamentos que se completam: geométrico e algébri- 
co. A grande vantagem da abordagem geométrica é de possibilitar predominantemente a 
visualização dos conceitos que são apresentados para estudo, o que favorece seu entendi- 
mento. Posteriormente, os mesmos assuntos e ainda outros serão abordados sob o ponto de 
vista algébrico, mais formal e abstrato. 


O TRATAMENTO GEOMÉTRICO 


Noção Intuitiva 

Existem dois tipos de grandezas: as escalares e as vetoriais. As escalares são aquelas que : 
ficam completamente definidas por apenas um número real (acompanhado de uma unidade 
adequada). Comprimento, área, volume, massa, temperatura, densidade, são exemplos de 
grandezas escalares. Assim, quando dizemos que uma mesa tem 3m de comprimento, que o 
volume de uma caixa é de 10 dm? ou que a temperatura ambiente é de 30°С, estamos de- 
terminando perfeitamente estas grandezas. 

Existem, no entanto, grandezas que não ficam completamente definidas apenas pelo 
seu módulo, ou seja, pelo número com sua unidade correspondente. Falamos das grandezas 
vetoriais, que para serem perfeitamente caracterizadas necessitamos conhecer seu módulo 
(ou comprimento ou intensidade), sua direção e seu sentido. Força, velocidade, acelera- 
ção, são exemplos de grandezas vetoriais. 

Antes de apresentar um exemplo mais palpável de grandeza vetorial, precisamos ter 
bem presente as idéias de direção e de sentido. A Figura 1.1(a) apresenta três retas. A reta 
rı determina, ou define, uma direção. A reta т; determina outra direção, diferente da dire- 
ção de гү, Já a reta rs, por ser paralela a гі, possui a mesma direção de rj. Assim a noção 
de direção é dada por uma reta e por todas as que lhe são paralelas. Quer dizer, retas pa- 
ralelas têm a mesma direção. 
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Na Figura 1.1(b) a direção é definida pela reta que passa pelos pontos A e B. O des- 
locamento de uma pessoa nessa mesma direção pode ser feito de duas maneiras: no sentido 
de A para B ou no sentido contrário, de B para A. Portanto, a cada direção podemos asso- 
ciar dois sentidos. Fica claro então que só podemos falar em “sentidos iguais” ou em “sen- 
tidos contrários” caso estejamos diante da mesma direção. 


ту 
тү 


T3 
(a) (b) 


Figura 1.1 


Agora vamos a um exemplo. Consideremos um aviáo com uma velocidade constante 
de 400 km/h, deslocando-se para nordeste, sob um ángulo de 40º (na navegação aérea, as 
direções são dadas pelo ângulo considerado a partir do norte (N), em sentido horário). Esta 
grandeza (velocidade) seria representada por um segmento orientado (uma flecha — Figura 
1.2), sendo o seu módulo dado pelo comprimento do segmento (no caso, 4cm, e cada 1cm 
corresponde a 100 km/h), com a direção e o sentido definidos pelo ângulo de 40º. O senti- 
do será indicado por uma seta na extremidade superior do segmento. 

Observemos que no caso de o ângulo ser 220º (40º + 180º), a direção continua sendo 
a mesma, porém, o sentido é o oposto. Este exemplo de grandeza vetorial sugere a noção 
de vetor. 


Abstendo-se da idéia de grandezas vetoriais, diríamos que o vetor é representado 
por um segmento orientado (um segmento está orientado quando nele se escolhe um senti- 
do de percurso, considerado positivo). 
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Dois ou mais segmentos orientados de mesmo comprimento, mesma direção (são 
paralelos ou colineares) e mesmo sentido são representantes de um mesmo vetor. Na Figu- 
ra 1.3 todos os segmentos orientados paralelos, de mesmo sentido e mesmo comprimento 
de AB, representam o mesmo vetor, que será indicado por 


— 


AB o B-A 


onde À é a origem e B a extremidade do segmento. O vetor também costuma ser indicado 
por uma letra minúscula encimada por uma flecha, tal como у. 
B 


Figura 1.3 


Quando escrevemos v = AB (Figura 1.4), estamos afirmando que o vetor v é de- 
terminado pelo segmento orientado AB. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com- 


primento, mesma direção e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor v. 
Assim sendo, cada ponto do espaço pode ser considerado como origem de um segmento 


orientado que é representante do vetor v. Esta é a razão de o vetor também ser chamado vetor 
livre, no sentido de que o representante pode ter sua origem colocada em qualquer ponto. 


B 


<} 


Figura 1.4 


Ainda, dados um vetor v = AB eum ponto P, 
existe um só ponto Q (Figura 1.5) tal que o segmento 
orientado PQ tem o mesmo comprimento, a mesma 
direção e o mesmo sentido de AB. Portanto, temos 


também v = PQ, o que vem reforçar o fato de que 


um representante de у pode ter sua origem em qual- 
quer ponto P do espaço. 


4 Vetores e Geometria Analítica 


O módulo, a direção e o sentido de um vetor v é o módulo, a direção e o sentido de 


qualquer um dos seus representantes. Indica-se o módulo de у porlvlou Il v Il. 


Casos Particulares de Vetores 


a) Dois Vetores u e v são paralelos, e indica-se por 


ч // y, se os seus representantes tiverem a mesma dire- = 

ção. Na Figura 1.6, tem-se u//v//w,onde и e v têm > 

o mesmo sentido, enquanto u e v, têm sentido contrá- „е We - AS 
rio ao de w. 


Figura 1.6 


- > > 


b) Dois vetores u e v são iguais, e indica-se por u=v, 
se tiverem. iguais o módulo, a direção e o sentido. 
c) Qualquer ponto do espaço é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que é indicado 


por O ou AA (a origem coincide com a extremidade). Pelo fato deste vetor não pos- 
suir direção e sentido definidos, considera-se o vetor zero paralelo a qualquer vetor. 


d) A cada vetor não-nulo v corresponde um vetor oposto 
Y = - v, de mesmo módulo e mesma Оше dev, porem. de 
E sentido contrário (Figura 1.7). Se v=AB , O vetor BA é 

o oposto de AB , Isto é, BA = -AB. 


Figura 1.7 
e) Um vetor u éunitário selul= 1. 


А cada vetor v, v ғ 0, é possível associar dois 


. ^ . . - юм ах a У 
vetores unitários de mesma direção de у: u e-u Н v a Nn. 2. 
2 - LI =» r 
(Figura 1.8). Nesta figura, tem-se lvl =3 e «Ts! 
- > — 1 1 — Ц 
[и = -01= 1. О vetor u que tem o mesmo sentido 127 | 


de v é chamado versor de v . Na verdade o vetor п 


Figura 1.8 
não é versor só dev, mas sim de todos os vetores 


paralelos e de mesmo sentido de v e medidos com a mesma unidade. 


! 
! 
- у 
v 
^ ч 
(a) (b) 
Figura 1.9 
Figura 1.10 
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f) Dois vetores uev (Figura 1.9(a)) sáo 


ortogonais, e indica-se por u 1 v, se al- 
gum representante de u formar ángulo 
reto com algum representante de v. 

A Figura 1.9(b) apresenta dois repre- 
sentantes de u e v, com origem no ponto 
A, formando ángulo reto. 


Considera-se o vetor zero ortogonal a 
qualquer vetor. 


g) Dois ou mais vetores são coplanares se 


existir algum plano onde estes vetores 
estão representados. É importante obser- 
var que dois vetores ue v quaisquer 
são sempre coplanares, pois basta consi- 
derar um ponto P no espaço e, com ori- 
gem nele, traçar os dois representantes de 


u е v pertencendo ao plano л (Figura 
1.10) que passa por aquele ponto. 


No caso de u e V serem não paralelos como nesta figura, estes vetores determinam 
a “direção” do plano 7, que é a mesma de todos os planos que lhe são paralelos. 
Três vetores poderão ser coplanares (Figura 1.11(a)) ou não (Figura 1.11(b)). 
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(a) 


(b) 


Figura 1.11 
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Exemplos 
D A Figura 1.12 é constituída de nove quadrados congruentes (de mesmo tamanho). De- 
cidir se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes afirmações: 


h) AC/ HI о) PNLAM 
i) JO// LD  p)lACI-IFPI 
D AJ/FG Ф ИН =1МЕ! 
k AB LEG г) IAJI=IACI 
D AM LBL 5) IAOI=2INPI 
m) PE LEC 0 IAMI=IBLI 
n) PN 1 NB 1 


Figura 1.12 


Respostas 

a) V 4) У DF pv m) F pv 8) V 
b) V e) V hb V k) V n) V 4) V t) V 
c) F f) V i) F D V o V r) F 


2) A Figura 1.13 representa um paralelepípedo retângulo. Decidir se é verdadeira ou falsa 
cada uma das afirmações: 


Figura 1.13 
a) DH = BF e) IACI-IHFI 
b) AB =-HG f) IAGI=IDFI 
c) AB 1 CG g) BG // ED 


d) AF 1 BC h) AB : BC e CG são coplanares 
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1) AB Я FG e EG são coplanares m) AB , DC e CF são coplanares 
p EG, CB e HF sáo coplanares n) AE é ortogonal ao plano ABC 
k) AC, DB e FG são coplanares 0) AB é ortogonal ao plano BCG 
D AB, BG e CF são coplanares р) рс é paralelo ao plano HEF 
Respostas 

a) V e) V ) V m) V 

b) F Dv pv n) V 

c) V gF k) V o V 

d) V h) F 1 F p V 


Operações com Vetores 


Adição de Vetores 


Consideremos os vetores u e v, cuja soma u + v pre- 


tendemos encontrar. Tomemos um ponto A qualquer (Fi- u+v 

gura 1.14) e, com origem nele, tracemos um segmento 5 
Е ЕЕ m A А 

orientado AB representante do vetor u. Utilizemos а ex- 

tremidade B para traçar o segmento orientado BC repre- u A 

sentante de v. O vetor representado pelo segmento 

orientado de origem A e extremidade C é, por definição, o Figura 1.14 


vetor soma de u e v , isto é, 
п + у = АС 
ой 
АВ + ВС= АС 
Sendo u ГА v, a maneira de se obter o vetor u 4 у é a mesma e está ilustrada na 


Figura 1.15(a) (u e v de mesmo sentido) e na Figura 1.15(b) (u e v de sentidos 
contrários). 


- - ue 
u M u 
9 — ———3-—————— 35-і 8-----------------т--Эв-А 
] | | > 1 
1 П 
! as i ! ius —— 
| u+v ! ! u+v ! 
ы = x = 


Figura 1.15 
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No caso de os vetores u e v não serem paralelos, há uma 


- => 


outra maneira de se encontrar o vetor soma u+v. Repre- 
sentam-se u = AB e v=AD por segmentos orientados de 
mesma origem A. Completa-se o paralelogramo ABCD (Fi- 
gura 1.16) e o segmento orientado de origem A, que corres- 
ponde à diagonal c do paralelogramo, éovetor u + v, isto é, 
uv = AC 
Figura 1.16 ou 
AB + AD = AC 
Para o caso de se determinar a soma de três vetores ou mais, o procedimento é análo- 


go (Figura 1.17(a)) e, em particular, se a extremidade do representante do último vetor 
coincidir com a origem | do representante do primeiro (Figura 1.17(b)), a soma deles será o 


vetor zero (u +v+w+t = 0). 


<}. 


- 
У 


=} 
l 
£| 


El 


(a i (b) 
Figura 1.17 
Sendo u, v e w vetores quaisquer, a adição admite as seguintes propriedades: 


D  Comutativa: u + у= у + о 


=> - жа 


П) Associativa: (u + 23 w=u +(v +w) 


Ш) Elemento neutro: u + 0-1 


IV) Elemento oposto: u+ Cu )- 


О vetor u + (- v ), escreve-se u - v, é chamado diferença entre u ev. 


Observemos que no paralelogramo determinado 

E NUS pelos vetores uev (Figura 1.18), verifica-se que 

И Y asomau+vé representada por uma das diago- 

AS nais, enquanto a diferença u-v pela outra dia- 
Ч gonal. 


Figura 1.18 
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Exemplos 
1) Com base na Figura 1.12, página 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com 
origem no ponto А: 


a) AC + CN e) AC + EO MO - NP 

b) AB + BD 0 AM + BL p ВС -CB 

c) AC + DC g) AK + AN k) LP + PN + NF 

d) AC AK h) AO - OE D BL + BN + PB 
Solucáo 

a) AN o) AB e АМ р) AH i) AC k) AE 

b AD ФАО РАК h ADI j AC DO 


2) Com base na Figura 1.13, página 6, determinar os vetores abaixo, expressando-os com 
origem no ponto A: 


a) AB + CG e) CG + EH 
b) BC + DE f) EF - FB 
c) BF + EH g) AB + AD + AE 
d) EG - BC h) EG + DA + FH 
Solução 
a) AF с) АН е) АН g АС 
b) AE 4) АВ f) AF h) AD 


3) Dados dois vetores u e v náo-paralelos, construir no mesmo gráfico os vetores u + v, 


> > - 


u-v,v-ue-u-v, todos com origem em um mesmo ponto. 


Solução 


Para os vetores u e v da figura, tem-se: 
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4) Provar que as diagonais de um paralelogramo têm o mesmo ponto médio. 


Solução 
Consideremos o paralelogramo ABCD de dia- 
D c gonais AC e BD e seja M o ponto médio de AC 


(Figura 1.19), equivale dizer que AM = MC. 
Vamos provar que M é também ponto médio de 
BD. Pela figura, tem-se 


A А ВМ = ВС + CM (definição de soma) 

= Ар + МА (igualdade de vetores) 
MA + AD (propriedade comutativa) 
MD (definição de soma) 

Ora, como BM = MD , conclui-se que M é ponto médio de BD : 


Figura 1.19 


Multiplicação de Número Real por Vetor 
Dado um vetor у ж 0 e um número real о + 0, chama-se produto do número real O pelo 
vetor v , O vetor av tal que 
a) módulo: lavi = 1011 v |, isto é, o comprimento de av é igual ao comprimento de y 
multiplicado por lol; 
b) direção: av é paralelo a v ; 
c) sentido: ave v têm o mesmo sentido se o > 0, e contrário se a < 0. 
Sea=0o0u v=0,entãoav=0 | 
A Figura 1.20 apresenta o vetor ve alguns de seus múltiplos. 


Figura 1.20 
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Observações 


a) Considerando o ponto O como origem de v, v + 0, e de todos os vetores œv que lhe 
são paralelos (Figural.21), se fizermos & assumir todos os valores reais, teremos repre- 
sentados em uma só reta todos os vetores paralelos a v . 


Y 
oraa — 
ЗУ 27% -У O 2v nv 4V 

Figura 1.21 


Por outro lado, supondo u // v, v x 0, sempre existe um número real с tal que 


- 


u = @У. 

Рог exemplo, na Figura 1.22, onde 
DC está dividido em cinco segmentos 
congruentes (de mesmo comprimento), em 


D A B С 
«————— 4-----і--->-----5- 


relação ао vetor AB (АВ | = 2), tem-se Figura 1.22 
АС- ЗАБ 
2 
BD = -2AB 
CD -=-2AB 


b) Vimos em Casos Particulares de Vetores, Figura 1.8, página 4, que a cada vetor v, 


- 


v ж 0, é possível associar dois vetores unitários paralelos a v. O vetor unitário — v 
lvl 


> 


у : D - 
ou — de mesmo sentido de v é o versor de у. 
Ivi 


Por exemplo, 


selv |= 5, o versor de v é 


> 


EE 


selvi2 —,oversor de v é Зу; 


3 
3 


= =. v 
selviz 10, o versor de - v ето 
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Exemplo 

Seja o vetor v + 0. Determinar o vetor paralelo a v tal que 
a) tenha o mesmo sentido de v e módulo 5; 

b) tenha sentido contrário ao de v e módulo 10. 

Solução 


"i A partir de um vetor arbitrário v 20 (Figura 1.23) é sempre 
——————————Ó— = 


: : . frd M 
5 possível associar os dois vetores paralelos е unitários: —- 
+ Ivi 
12 = 
у : = у : ЭЭ 2 
er 4 УУтт (mesmo sentido de v) e - —- (sentido contrário ao de v ). 
12 RA 
Logo, tem-se as soluções: 
Figura 1.23 89, E 2 22 
5v 10v 
a) = b) -— 
Ivi [у] 


Se u e у são vetores quaisquer e o e B números reais, a multiplicação de número 
real por vetor admite as propriedades: 


1) (оВ)у = офу) ID (аз Bv = оу + Bv 


2 e V) Ш) a + у) = ац +av ПУ) 1у-у 
2v 


u+v 
A Figura 1.24 ilustra a propriedade Ш para o = 2, isto é, 
= Е 2(а + у)=20 «2v. 
u 2u 
Figura 1.24 
Exemplos 


РЫ 


1) Representados os vetores и, у е г 


w como па Figura 1.25(a), obter 


graficamente o vetor x tal qué А 
x -2u -3v + Zw. 
2 (a) (b) 


Solução: Figura 1.25(b) Figura 1.25 
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2) Demonstrar que o segmento cujos extremos são os pontos médios de dois lados de um 
triângulo é paralelo ao terceiro lado e igual à sua metade. 


Solução 
Seja o triângulo ABC e M e N os pontos médios dos lados CA e CB, respectivamente (Fi- 
gura 1.26). 

Pela figura, tem-se 


MN 2 MC« CN 


C 


-laC«lcB 
2 2 
=(AC+CB) 


a тс? А B 
== 5 e 
Figura 1.26 


Portanto, MN !! АВ е IMN іш 208 


Angulo de Dois Vetores 

O ângulo entre os vetores não-nulos uevéo ângulo Ө for- 
mado por duas semi-retas OA e OB de mesma origem O (Figu- 
ra 1.27), onde u = OA, v = OB e0<0<T (Ө em radianos) 
ou 0° < 0 < 180°. 


Se u // v e u e v têm o mesmo sentido, então 0 0. É o 


que ocorre, por exemplo, com os vetores u e 2u que têm o 
mesmo sentido (Figura 1.28(a)). 


Figura 1.27 


Se u//v eu e v têm sentidos contrários, então Ө = л. É o caso de u e -3 u (Figu- 
ra 1.28(b)). 


єй: ы. po л 
2u -3u 

%------------»- i ---ББББ.Х----------9 
(а) (5) 


Figura 1.28 
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1) 


2) 


3) 


Problemas Propostos Lp 
A Figura 1.29 apresenta o losango EFGH ins- E 2 


: G 
crito no retângulo ABCD, sendo O o ponto de [ee A 


interseção das diagonais desse losango. Decidir А F B 
se é verdadeira ou falsa cada uma das seguintes 

afirmações: Figura 1.29 

a) EO = OG f Н-Е-0-С k) AO // OC 

b) AF - CH g) IACI=IBDI ) AB 1 OH 

c) DO - HG h) IDA I= 2108! m) EO 1 CB 

d) IC - OI 2:40 - ВІ i) AF // CD n) AO 1 HF 

e) IH- Ol = IH - DI p GF // HG o) OB =-FE 

Decidir se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmações: 


a) Seu = у, então lu l= Iv | 

b) Selul=1v1, então u = v. 

c) Se u // v, então u = v. 

d) Se u = y, então u // y. 

e) Se w = u + v,entáolwlzluls lvl. 

f) Імі-ішіз Ivi, então u, y e w são paralelos. 

8) Se AB = DC , então ABCD (vértices nesta ordem) é paralelogramo. 
hb) 15У1=5у1= 51У1. 

1) Os vetores 3v е-4у são paralelos e de mesmo sentido. 


p Seu // v,lul22elvli-4,entáo v 22u ou v =-2u. 


k) Selvi=3, o versor de -10v é a 


Com base na Figura 1.29, determinar os vetores abaixo, expressando-os com origem no 
ponto A: 

a) OC + CH e) EO + BG i OG - HO 

b) EH + FG f) 20E «20C D AF + FO + АО 


c) 2AE +2AF 8) > BC + EH 


d) EH + EF h) FE + FG 
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4) O paralelogramo ABCD (Figura 1.30) é determinado D M C 


pelos vetores AB e AD, sendo M e N pontos médios 
dos lados DC e AB, respectivamente. Determinar: 


a) AD + AB d) AN + BC 

E S X PIC А 2 
b) BA + DA e) MD + MB N 
c) AC - BC f) BM - 2 DC Figura 1.30 


5) Apresentar, graficamente, um representante do vetor u - v nos casos: 


> 
M > 
u 
— => v 
> 
u У u v 
> 
u 


(a) (b) (c) (d) 


6) Determinar o vetor x nas figuras: 


> 
> => v > pe 
> х Ч т Х > > 
u X u 
> 
> > 
= х | M у 
У 


(а) (5) (с) (4) 


7) Dados três pontos A, В е С não-colineares, сото na Figura 1.31, representar o vetor 


X nos casos: 


a) x = BA + 2BC c) x =3AB -2BC 
b) x =2CA +2BA d) x => AB -208 


Figura 1.31 
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8) 


9) 


10) 


11) 


12) 
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Dados os vetores u e v da Figura 1.32, mostrar, em um 

gráfico, um representante do vetor > 

a) о-у 

5) v -u 
m 
u 


с) -у -2u 


4) 20 -3v Figura 1.32 


No triângulo ABC (Figura 1.33), seja AB =a e AC =b. 


Construir um representante de cada um dos vetores ^ 
a Seo dia db b 
2 2 
- e те 
pnm е) 2a-—b 
2 2 A = B 
a 


1- - 
-а-20 
М 3 


N 


Figura 1.33 
Dados os vetores a, b e c (Figura 1.34), apresentar, 


graficamente, um representante do vetor x tal que 4. 
= + + + b 
a) x=4a -2b-c 
b) (a + b+C)+x=0 : 


с) а t c * x =2b Figura 1.34 


Na Figura 1.35 estão representados os vetores coplanares 


w 
u, vew. Indicar, na própria figura, OS vetores 
a) ave bw tal que и cav +bw > 
b) au e Bw tal que v = ап «fw 
` Teria sido possível realizar este exercício no caso de os 
vetores и, v e w serem não-coplanares? 


Figura 1.35 


= 


Sabendo que o ângulo entre os vetores и е v é de 60º, determinar o ângulo formado 
pelos vetores 


a) ue-v b)-ue2v c)-ue-v d)3ueSv 
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13) Dados os vetores coplanares u, vew representados na HM 
Figura 1.36, determinar 
a) um representante do vetor х + y. sendo 
NE ыры Сакы 227% Ч 
х= 0 +2уеу= у - 20; 
Б) о ângulo entre os vetores 3vew ; 60 
c) o ângulo entre os vetores -2u e -w. 45 
14) Demonstrar que os pontos médios dos lados de um quadrilátero y 
qualquer são vértices de um paralelogramo. 
15) Demonstrar que o segmento de extremos nos pontos médios dos Figura ao 
lados não-paralelos de um trapézio é paralelo às bases e 
igual à sua semi-soma. ^ 
16) No triângulo ABC (Figura 1.37), tem-se BM = 2 BC e 
2 
== 1 — 1x B C 
BN= 3 BC. Expressar os vetores AM e AN em fun- N M 
cáo de AB e AC. Figura 1.37 
Respostas de Problemas Propostos 
1) a) V e) F D V m)V 
b) F fF pF n)F 
с) У g) V k) V o) V 
d) V h) V D V 
2) a) V 4) У g F D V 
b) F eF h) V k) V 
c) F fF 1) Ё 
3) a) AE d) AB g) АН; ) АС 
b) АС e) AO h) AD 
c) АС f) AD i AO 
4) a) АС _ с) АВ e) MN 
b) CA d) AM f) BD 
6) a) u-v b)-u-v c) v-u d)us v 
11) Náo 
12) a) 120? b) 120? c) 60? d) 60? 
13) b) 75? c) 60? 


16) AM = (AB « AC) e AN = SAB + AC 
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O TRATAMENTO ALGÉBRICO 


Vetores no Plano 
Consideremos dois vetores Уі e v2 não-paralelos, representados com a origem no mesmo 


ponto O, sendo гу е г; retas contendo estes representantes, respectivamente, (Figura 1.38). 


E 


' 

! 

! 
1 
4 
1 
! 


Figura 1.38 


— — — 


Os vetores u, v, w, t , x e y, representados na figura, são expressos em função 


de уі e у2 por 
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u =5v;+4v2 t=3v -2v2 
v =-2v1 +3v2 x =4ур+0бу»› 
w --4У1-У2 y = Оу +2v2 


De modo geral, dados dois vetores quaisquer vı e v2 não-paralelos, para cada vetor 
v representado no mesmo plano de v; e v2, existe uma só dupla de números reais а, e 
a, tal que 


> > - 


vı =a V¡+ ар Ус ` (1 


A Figura 1.39 ilustra esta situação, 
onde vi e v3 são vetores não-paralelos 
quaisquer e v é um vetor arbitrário do 
plano determinado por vi e У2 


Quando o vetor v é expresso como 


em (1), diz-se que vé combinação linear 


de v; ev2. O conjunto В = (vi, v2) é Y ам 
chamado base no plano. Aliás, qual-quer | 
Figura 1.39 


conjunto de dois vetores não-paralelos 
constitui uma base no plano. Embora estejamos simbolizando a base como um conjunto, 


nós a pensamos como um conjunto ordenado. Então, dada uma base qualquer no plano, 
todo vetor desse plano é combinação linear dos vetores dessa base, de modo único. 
Os números a, e a, da igualdade (1) são chamados componentes ou coordenadas 


de v na base B (a, é a primeira componente е a, a segunda componente). 

O vetor v da igualdade (1) pode ser representado também por v= (a,,a,)p ou 
Үв-(а|,а;). 

Na prática, as bases mais utilizadas são as ortonormais. 

Uma base (ei , еҙ ) é dita ortonormal se os seus vetores forem ortogonais е unitários, 
isto é, se ei L e? е1е11=1е21= 1. 


Dentre as infinitas bases ortonormais no plano, uma delas é particularmente impor- 
tante. Trata-se da base que determina o conhecido sistema cartesiano ortogonal xOy. Os 
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vetores ortogonais e unitários, neste caso, são simbolizados 
por ie 1. ambos com origem em O e extremidades em 
(1, 0) e (0, 1), respectivamente, (Figura 1.40), sendo a base 
С-(1, j ) chamada canônica. Portanto, i = (1, 0) е 


) = (0,1). 
Daqui por diante, trataremos somente da base canônica. 


Figura 1.40 


Dado um vetor v qualquer do plano (Figura 1.41), existe uma só dupla de números 
x e y tal que 


- 


v2xi ур | (2) 


Os números x е у são as componentes de 
v na base canônica. A primeira componente é 
chamada abscissa de v ea segunda componente 
у ба ordenada de у. 


О vetor v em (2) será também representa- 
do por 


у = (х, у) (3) 


dispensando-se а referência à base canônica С. Figura 1.41 
A igualdade (3) sugere a definição: 


1 reais | 


Vetor no plano é um par ordenado (x, у) de números : | 


eun 


O par (x, y) é chamado expressão analítica de v . Para exemplificar, veja a seguir 
alguns vetores e suas correspondentes expressóes analíticas: 


3i -5j =G,5) 41 - (4,0) 
3j =(0,3) б - (0,0) 
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Observação 

A escolha proposital da base {1, j ) deve-se exclu- 
sivamente à simplificação. A cada ponto P(x, y) do 
plano xOy corresponde o vetor у = ОР =xi + yj 
(Figura 1.42). Quer dizer, as coordenadas do ponto 


extremo P são as próprias componentes do vetor OP 
na base canônica. Em geral, deixa-se de indicar nos 


eixos 08 vetores i e j como se vê nessa figura. Figura 1.42 


De acordo com as considerações feitas, o plano pode ser encarado como um conjunto 
de pontos ou um conjunto de vetores. 


Igualdade de Vetores 
Dois vetores u = (x1,y¡) € y = (х, y2) são iguais se, e somente se, х= Хо e y; y», 


escrevendo-se u =v. 


Exemplo 
O vetor u =(x+ 1,4) é igual ao vetor v 2(5,2y-G6) sex « 125e2y-6-4oux-4e 


y = 5. Assim, se u =v, então x = 4, у= 5е u = v = (5, 4). 


Operações com Vetores 
Sejam os vetores u= (xp, yı)e v= (х›,у») eae R. Define-se: 
1) u+v =(Xx¡+X>,Y¡+Y2) 
2) Qu = (оху, Фу) 
Portanto, рага somar dois vetores, somam-se as correspondentes coordenadas, е para 
multiplicar um número real por um vetor, multiplica-se cada componente do vetor por este 


número. 
As Figuras 1.43(a) e 1.43(b) ilustram as definições das operações dadas acima. 
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Figura 1.43 
Considerando estes mesmos vetores, tem-se ainda: 
-u = (-)о «(-Хүууу) 


u-v=u+(-v)=(x,y)+(x5,-y2)=(X/-X9,Y1-Y2) 
As definições anteriores e as operações algébricas dos números reais permitem de- 
monstrar as propriedades: 


> > 


a) para quaisquer vetores u, v e w , tem-se 


u+v=v+u (u+V)tw=U+(V+4W) 
u+0=u u+(u)=0 

b) para quaisquer vetores и e v eos números reais ое В, tem-se 
офу) = (o) v (о + B)u =ош «fu 
oa(u + у) = 20 + GV lv=v 


Sugerimos como exercício ao leitor, demonstrar estas propriedades. 


Exemplos 


1) Dados os vetores u = (2, -3)е v= (-1, 4), determinar 3u + 2v e3u - 2v. 


Solucáo 
3u «2v =3(2 ,-3) + 2-1, 4) = (6, -9) + (2, 8) = (6 - 2, -9 + 8) = (4, -1) 
Зу -2v = 3(2, -3) - 2-1, 4) = (6, -9) + (2, -8) 2 (6 + 2, -9 - 8) = (8, -17) 


2) Determinar o vetor x na igualdade 3x + 2u = 5 y + x, sendo dados u = (3, -1)e 


у =(-2, 4). 
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Solução 
Esta equação, em vista das propriedades das operações com vetores expostas anterior- 
mente, pode ser resolvida como uma equação numérica: 


6x+4u=v+2x 


4x - v - 4u 

> 1- - 

x=-—v-u 
4 


Substituindo u e v nesta equação, vem 


- 1 
x=7(2, 9)-(3,-1) 


=, D+(3, 1) 


1 
=(-— - 1 
<> 3,1-1) 
7 
-(--,2 
57 


3) Encontrar os números a, e a» tais que 


У = a; Vi + a, V2, Sendo v = (10, 2), у= (3, 5) e v2 2 (-1, 2). 
Solução 
Substituindo os vetores na igualdade acima, temos 

(10, 2) = a,(3, 5) + а, C1, 2) 

(10, 2) = (За, 5а) + (-а,, 2а,) 

(10, 2) = (3a; -а,, 5a; + 2а,) 

Da condição de igualdade de dois vetores, conclui-se que 

За: -а, = 10 

| 5а; + 2а, = 2 
sistema cuja solução é dada рог a, -2е a, = 4. Logo, v= 2vi - 4 V2. 
É conveniente observar que este sistema sempre terá solução única no caso de vi e 


v2 formarem base do plano, o que realmente acontece. 
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Vetor Definido por Dois Pontos 
Consideremos o vetor AB de origem no ponto A(x,,Y,) e extremidade em В(х,,у,) 
(Figural.44). 
De acordo com o que foi visto em (3), os vetores OA e OB tém expressóes analíticas: 
OA -z(Xp,yj) e OB -(х;,у2). 


Por outro lado, do triângulo OAB da figura, vem 1 А 

OA + АВ = OB 
donde 

AB = OB - DA : 
ou 

АВ =(X,,72)-(X1,Y1) б х 
e 


АВ -(X5-X,, у-уу) Figura 1.44 


isto é, as componentes de AB são obtidas subtraindo-se das coordenadas da extremidade 
B as coordenadas da origem A, razão pela qual também se escreve AB =B- A. 
y 
É importante lembrar que um vetor tem 
infinitos. representantes que sáo os segmentos 


orientados de mesmo comprimento, mesma dire- 
cáo e mesmo sentido. E, dentre os infinitos repre- 


sentantes do vetor AB, o que “melhor o BG; у) 


caracteriza" é aquele que tem origem em О(0, 0) e 
extremidade em P(x, - x, y; - yı ) (Figura 1.45). 


ge == X 
O vetor v = ОР é também chamado vetor 5 


osição ou representante natural de AB. 
роз Р Р (х,- ху, у,- у) 


Figura 1.45 


Na Figura 1.46, os segmentos orientados ОР, АВ е CD representam o mesmo vetor 

v=P-O=B-A=D-C=(3,1). | 

Esta figura deixa claro que o fato de os segmentos orientados ocuparem posições 
diferentes, é irrelevante. O que importa, é que eles tenham o mesmo comprimento, a mes- 
ma direção e o mesmo sentido para representarem o mesmo vetor. 
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Por outro lado, sempre que tivermos 
v=AB ou v=B-A 
podemos também concluir que 
B=A+v ou B=A+ AB 
isto é, o vetor v “transporta” o ponto inicial A para o ponto extremo B. 
Retornando à Figura 1.46, onde v= (3, 1), tem-se 
B=A+ у =(2,3)+ (3, D = (2, 4) 
D=C+ v =(1,2)+ (3, 1) = (4, 3) 
P=0+ v = (0,0) + (3, 1) = (3, 1) 
Ainda uma ilustração: na Figura 1.47, os 
vértices do triângulo são os pontos Ай, 1), 
B(5, 3) e C(3, 5) е os vetores u, v e w indi- 
cados são 
u= AB =В-А=(1,2) 
у= BC = С-В = (2,2) 
м = СА = A-C - (1, 4) 
Observamos ainda que 


- 


u+v+w=0=(0,0). 


Figura 1.47 


Exemplos | 
1) Dados os pontos A(-1, 2), B(3, -1) e С(-2, 4), determinar o ponto D de modo que 


CD = АВ. 
2 
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Solução 

Seja D(x, y). Então, 
CD =D -C = (x, y) - (2, 4) = (x + 2, y - 4) 
АВ =B-A=(3,-1)-(1,2)=(4,-3) 
Logo, 


(х+2,у-4) = La, -3) 


(х + 2,у - 4) = (2, X» 


Pela condição de igualdade de dois vetores, tem-se 


x+2=2 
4 3 

у ктт 
2 


sistema cuja solução é x = 0 ey -2 : 
5 
Portanto, D(0, 27 


Observação 
Este problema poderia, também, ter sido resolvido da seguinte maneira: 


da condição CD = AB ou D-C= > AB, vem 
D=C+> AB e 


1 3 5 
= (-2,4 - - = (- =oj= --). 
D = (2, hdi 3) = (-2, 4) + (2, 22 (0, 7) 


2) Sendo A(-2,4) e B(4 ,1) extremidades de um segmento, determinar os pontos F e G que 
dividem AB em trés segmentos de mesmo comprimento. 


Solução 

Pela Figura 1.48 tem-se 
AF = FG = ОВ => AB 

Mas A = сел; 
AB -В-А- (4, 1) n C2, 4) Е (6, -3) Figura 1.48 


1-- 1 
— AB = Ż (6, -3) = (2, -1 
3 z ^ )= (2, -1) 
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Portanto, 
F=A+ > AB = (2, 4) + (2, -1) = (0, 3) 
G=F+ А АВ = (0,3) + (2, -1) = (2, 2) 
3) Sendo А(2, 1) e B(5, 2) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD е M(4, 3) о 
ponto de interseção das diagonais, determinar os vértices C e D. 


Solução | 

Em Adição de Vetores, Exemplo 4, página 10, demonstrou-se que as diagonais de um 
paralelogramo têm o mesmo ponto médio, isto é, AM = MC e BM = MD. 

Então, pela Figura 1.49 tem-se 


— 


C=M+ MC = М + AM 


e 

D=M+ MD =M+ BM (ou: A+ BC) D C 
Mas, 

AM = M- A- (2, 2) 
e 

BM = М-В = (1, 1) А В 
Portanto 

3 Е 1.49 

C = (4, 3) + (2, 2) = (6, 5) саг 

e 


D = (4,3) + (-1, 1) = (3, 4) 


Ponto Médio 


Seja o segmento de extremos A(x,, yj) e В(х,,у2) 


(Figura 1.50). Sendo M(x, y) o ponto médio de AB, 
podemos expressar de forma vetorial como 


AM = MB 
ou 

(x-xji, y -yi) = (X2- X. Y2- y) 
e daí 


535553 1: 7387 è утур уоту 
Resolvendo em relação a x e у, temos 
2x=X¡+X е 2y=y]+ y, 


Figura 1.50 


ou 
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+ + 
в a y= Yi * Y2 
2 2 
Portanto, 


— 


м С х2 : Y1+Y2 ) 
2 2 


Exemplo 
O ponto médio do segmento de extremos A(-2, 3) e B(6, 2) é 


-2+6 3+2 5 
M ,——)ou M(2, — 
( 2 2 )ou M( 2) 


Paralelismo de dois Vetores 
Vimos que, se dois vetores u= (x,,Y/) € y = (X5, y2) são paralelos, existe um número 
real о tal que u- оу , OU seja, 
(x1, y1) -0(х2,у;) 
ou 
(x1, yi) = (4X2, буу) 


que pela condição de igualdade resulta em 
Xı=0X2 e у,-ау; 
donde 


Esta é a condição de paralelismo de dois vetores, isto é, dois vetores são paralelos 
quando suas componentes forem proporcionais. 


Exemplo 


Os vetores u = (-2,3) e v= (-4, 6) são paralelos pois 
| 2.3 
-4 


al 


Observações 


a) Considera-se o vetor 0 = (0,0) paralelo a qualquer vetor. 
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b) Se uma das componentes de um vetor for nula, a componente correspondente de um 
vetor paralelo também é nula. 


Módulo de um vetor y 


Seja o vetor v= (x, y) (Figura 1.51). Pelo teorema de 
Pitágoras, vem 


Y 
22 y 
(ode х2 y? 
О х x 
Exemplo Figura 1.51 


Se v= (2, -3), então 


мі- үс)? + (-3)2 =V4+9 = 413 u.c. (unidades de comprimento) 


Observações 
a) Distância entre dois pontos 

A distância entre dois pontos A(x,,y,) e 
B(x,,y2) (Figural.52) é o comprimento (módulo) do 
vetor AB , isto é, 

«А, B) = I ABI. 

Como AB -В-А- (X5-X,. y2- yi). temos 


dA, B) = (ox «(yy Figura 1.52 


b) Vetor Unitário 


Vimos em Multiplicação de Número Real por Vetor, Figura 1.23, página 12, que a 


mA 127 У 2 2 . . S 27 V 5 
cada vetorv, v x 0, é possível associar dois vetores unitários paralelos a v: — (é о 
lvl 


<= 


versor de v ) e seu oposto - — . 
Ivi 
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Exemplo 
O versor de v = (3, -4) é 
v (3,4) (3-4) (8,4) 3 4 


M aca? 45 5 $5 


O versor é, na verdade, um vetor unitário, ров _ 


E importante observar que este versor u é também versor de todos os vetores múlti- 


u= 


plos de v que tiverem o mesmo sentido dele. 


Para exemplificar, o versor de 2v = 2(3, -4) = (6, -8) é ainda 


12282658) (68) 6 Бо? С. -$) 
py 16:(82 10 10710 
Exemplos 
1) Dados os pontos A(2, -1) e B(-1, 4) e os vetores u — (1, 3) e v = (2, -1), determinar 
a) lul с) I2u -3vl 
b) lu + vl d) a distância entre os pontos A e B 
Solução 


a) lul - JC1 +32 = 1+9=10 
b) Por ser u+v= (1, 3) + (-2, -1) = (3, 2), temos 
lu vl = 163, 2) =4(-3)? +2? =/9+4=V13 
c) Porser2u -3v =2(-1, 3) - 32, 1) = (2, 6) + (6, 3) = (4, 9), temos 
Lu -3vl = КА, 9) = V16 +81 = 4/97 
d) Por ser AB =B - A = (-1, 4) - (2, -1) = (33, 5), temos 
d(A,B) =I ABI = 1-3, 5) =/9+25 = 434 
2) Determinar, no eixo Ox, um ponto P que seja eqüidistante dos pontos А(-1, 2) e В(5,-4). 
Solucáo 
O ponto procurado é do tipo P(x, 0). Deve-se ter 
d(P, A) = d(P, B) 
ou 
IPA 1=1РВІ 
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Mas, 
PA =A-P=(-1-x,-2) e PB=B-P=(5-x, -4), logo 
-1 - x, -2)1= KS - x, -4)l 


ou 

VA) « C2? = 4G - x? (4) 
ou 

1 «2x + x? + 4225 - 10x + x? + 16 
e 


x=3 
Portanto o ponto é P(3, 0). 
3) Dado o vetor v = (-2, 1), achar o vetor paralelo a v que tenha 
a) o mesmo sentido de у e três vezes o módulo de v : 
b) sentido contrário ao de v ea metade do módulo de v : 
c) o mesmo sentido de v e módulo 4; 


d) sentido contrário ao de v e módulo 2. 


Solução 
a) Basta multiplicar o vetor por 3: 3 v= 3(-2, 1) 2 (-6, 3) 


р 1 1- 1 1 
b) Basta multiplicar o vetor por -—: -— v =-— (-2, 1) = (1, -— 
) p pos 2 (2, D=( 5) 


с) Um vetor unitário obtido a partir de v é 


M - 2.) = Ed SES (é o versor de y. 


144417 JS ds 
Uma vez que o vetor procurado deve ter módulo 4 e mesmo sentido dev , basta multi- 
plicar o versor por 4: 
2-11 8 4 
(=D ==). 
Bus 45-45 
d) Uma vez que o vetor procurado deve ter módulo 2 e sentido contrário ao de У , basta 


multiplicar o versor por -2: 
2 1 4 2 


Ss m 
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Vetores no Espaço 


Vimos em Vetores no Plano que a base canônica (1, j ) no plano determina o sistema 
cartesiano ortogonal | хОу e que а um ponto Р(х, у) qualquer desse plano corresponde o 


vetor OP =x i + yj , isto é, as próprias coordenadas x e y do ponto P são as componen- 


tes do vetor ОР na base canônica (Figura 1.42), página 21. 
No espaço, de forma análoga, considerare- 


mos a base canônica (i 15-3. 5 k) como aquela 


que irá determinar o sistema cartesiano ortogo- 
nal Oxyz (Figura 1.53), onde estes trés vetores 
unitários e dois a dois ortogonais estáo represen- 
tados com origem no ponto O. Este ponto e a 
direcáo de cada um dos vetores da base 
determinam os três eixos cartesianos: o eixo Ox 
ou eixo dos x (das abscissas) corresponde ao 


vetor i , o eixo Oy ou eixo dos y (das ordenadas) 
Figura 1.53 corresponde ao vetor j eo eixo Oz ou eixo dos z 


(das cotas) corresponde ao vetor k . As setas nessa figura indicam o sentido positivo de 
cada eixo, chamado também de eixo coordenado. 

Cada dupla de vetores da base, e, conseqüentemente, cada dupla de eixos, determina 
um plano coordenado. Portanto, temos trés planos coordenados: o plano xOy ou xy, o 
plano xOz ou xz e o plano yOz ou yz. As Figuras 1.54(a) e 1.54(b) dáo uma idéia dos 
planos xy e xz, respectivamente. 


2, 


2 


(а) (b) 


Figura 1.54 
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Assim como no » plano, a cada ponto P (x, y, 2) do espaço irá corresponder o vetor 


OP =xi+ y i + 2К, isto é, as próprias coordenadas х, y e z do ponto Р são as compo- 


nentes do vetor OP na base canônica. As coordenadas х, у е z são denominadas abscissa, 
ordenada e cota, respectivamente. A Figura 1. 55(а) ) apresenta um ponto Р(х, у, 2) по espa- 
ço ea Figura 1.55(b) o correspondente vetor v= OP, que representa a diagonal do para- 


lelepípedo cujas arestas são definidas pelos vetores x ii y i ezk. 


(a) (b) 
Figura 1.55 


O vetor v = xi + yj + zk também será expresso por 
у= (X, y, 2) 
que é a expressáo analítica de v. Para exemplificar 
213) +k=(2,3,1) 


13 sd) 
2j - k- (0, 2, 4) 
4k = (0, 0, 4) 


e, em particular, i = (1, 0,0), j = (0, 1,0) e К =(0,0, 1). 
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Para algumas observações, tomemos o paralelepípedo da Figura 1.56 onde P(2, 4, 3). 
Faremos considerações a pontos como também poderíamos referi-las aos correspondentes 
vetores. 


Figura 1.56 


Com base nesta figura, e levando em-conta que um ponto (х,у,2) está no 
a) eixo dos x quando y = 0 ez = 0, tem-se A (2, 0, 0); 

b) eixo dos y quando x = О е z = 0, tem-se С (0, 4, 0); 

C) eixo dos z quando x = 0 e y = 0, tem-se E (0, 0, 3); 

d) plano xy quando z = 0, tem-se B(2, 4, 0); 

e) plano xz quando y = 0, tem-se F(2, 0, 3); 

f) plano yz quando x = 0, tem-se D (0, 4, 3). 


O ponto B é a projeção de P no plano xy, assim como D e F são as projeções de P 
nos planos yz e xz, respectivamente. O ponto A(2, 0, 0) é a projeção de P(2, 4, 3) no eixo 
dos х, assim como С(0, 4, 0) e Е(0, 0, 3) são as projeções de P nos eixos dos y е dos 7, 
respectivamente. 

Como todos os pontos da face 
a) PDEF distam 3 unidades do plano xy e estão acima dele, são pontos de cota z = 3, isto 

é, são pontos do tipo (x, y, 3); 
b) PBCD distam 4 unidades do plano xz e estão à direita dele, são pontos de ordenada y = 4, 
isto é, sáo pontos do tipo (x, 4, z); 
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с) PFAB distam 2 unidades do plano yz e estão à frente dele, são pontos de abscissa x = 2, 
isto é, são pontos do tipo (2, y, 2). le =0 
у=0 


(0,0,2) 


É muito importante que o leitor 
tenha presente os casos especiais dos 
pontos pertencentes aos eixos e aos 
planos coordenados, ilustrados na Fi- 
gura 1.57. Esta figura mostra que o 
eixo dos x pode ser descrito como o 
conjunto dos pontos do tipo (x, 0, 0), 
ou seja, daqueles que têm y = 0 e z = 0, 
enquanto que o plano xy como o con- 
junto dos pontos do tipo (x, y, 0), ou 
seja, daqueles que têm z = 0. 

Comentários análogos faríamos 
para os outros eixos e planos coorde- Figura 1.57 
nados indicados nessa figura. 


e (0,у,2) 


Ao desejarmos marcar um ponto no espaço, digamos A(3, -2, 4), procedemos assim 
(Figura 1.58): 
1º) marca-se o ponto A'(3, -2, 0) no plano xy; 
2º) desloca-se A' paralelamente ao eixo dos z, 4 
unidades para cima (se fosse -4 seriam 4 uni- 
dades para baixo) para obter o ponto A. 


> 


Os três planos coordenados se interceptam 
segundo os três eixos dividindo o espaço em oito 
regiões denominadas octantes (Figura 1.59). A 
cada octante correspondem pontos cujas coordena- 
das têm sinais de acordo com o sentido positivo 
adotado para os eixos. O primeiro octante é cons- 
tituído dos pontos de coordenadas todas positivas. 
Os demais octantes acima do plano xy se sucedem Figura 1.58 
em ordem numérica, a partir do primeiro, no senti- 
do positivo. Os octantes abaixo do plano xy se sucedem na mesma ordem a partir do 
quinto que, por convenção, se situa sob o primeiro. 


&-------------a 


> 
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Figura 1.59 


A Figura 1.60 apresenta os pontos A, B, € e D situados acima do plano xy e todos 
de cota igual a 2, enquanto os pontos A', B', C' e D' estão abaixo desse plano e têm cota -2: 

ponto A(6, 4, 2), situado no 1º octante 

ponto B(-5, 3, 2), situado no 2º octante 

ponto C(-6, -5, 2), situado no 3? octante 

ponto D(5, -3, 2), situado no 4? octante 

ponto A'(6, 4, -2), situado no 5? octante 

ponto B'(-5, 3, -2), situado no 6? octante 

ponto C'(-6, -5, -2), situado no 7? octante 

ponto D'(5, -3, -2), situado no 8? octante 
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Figura 1.60 


Igualdade — Operações — Vetor Definido por Dois 
Pontos — Ponto Médio — Paralelismo — Módulo de 
um Vetor 


As definições e conclusões no espaço, relativas aos títulos acima, são análogas às do plano: 
D Dois vetores u=(X yq z)e v 2 (X22; 22) são iguais se, е somente se, 
X1 = X2, Y1 yo È Z4 =22. 
П) Dados os vetores u -(хі,у|, 2136 v -(х2,у2,223еое R, define-se: 
u+v z(XpQkX2,yqt Y2,241* Z2) 
au =(0x,, Фу, 021) 
Ш) SeA (x, у), 21) еВ (x5, y, Z5) são dois pontos quaisquer no espaço, então 
АВ =B-A=(X3-X1,Y2-Y1>22-721) 
Já vimos que: se y =B- A, então 
B=A+ y. 
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A Figura 1.61 indica que para encontrar as coor- 
denadas do ponto extremo B, somam-se ordenadamente 
as coordenadas do ponto inicial A com as componentes 


B(x,ta, yytb, түс) 


do vetor v. 


V=(a,b,c) 
IV) Se A(x,,y,, 21) e B(x>,y>,Z2) são pontos ex- 


А(ху,у,,2) 


y 
tremos de um segmento, o ponto médio M de AB é 
X, FX + Z +7 
x mM 2 1 2 қ yi Ут : 1 2 ). 
2 2 2 
Figura 1.61 V) Se os vetores u= (X41, Y1,Z1) € У-(х;,У2, 22) 
são paralelos, então 
- - X 7 
u-Qv ou ы Уг: A 


X2 Y2 22 
VD O módulo do vetor у = (x, у, 2) é dado por 


Ivi -Q4x? +y2 +22. 


Fica a cargo do leitor a dedução desta fórmula. 


Exemplos 
1) Dados os pontos A(0, 1, -1) e B(1, 2, -1) e os vetores u = (2, -1, 1), y= (3,0,-1)e 
w = (-2, 2, 2), verificar se existem os números aj, аҙ е а; tais que 


w =aAB+a,u+asv. 


Solução 
AB=B-A=(1,2,-1)-(0,1,-1) = (1, 1, 0) 
Substituindo os vetores na igualdade dada, resulta 
(2, 2,2) = а, (1, 1, 0) а, (22, -1, 1) + а; (3, 0, -1) 
ou 
(2, 2, 2) = (a,,a,,0)+ (2a5,-a5,a5) + (Заз, 0, -a3) 
Somando os trés vetores do segundo membro da igualdade, vem 
(-2, 2, 2) = (a4-2a543a5, ац-а», аз-аз) 
Pela condição de igualdade de vetores, obteremos o sistema 


ау-2 a *3a4--2 
dis. A Enio (4) 
а» T аз = 2 


que tem por solução a, = 3, аз = 1е а; = -1. 
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Logo 
w=3AB+u-v 
Observacáo 
No plano, todo conjunto (vi, v2 } de dois vetores não-paralelos constitui uma de suas 


bases, isto é, todo vetor desse plano é combinação linear de vi e v2. 

No espaço, todo conjunto de trés vetores não-coplanares constitui uma de suas ba- 
ses, isto é, todo vetor do espaço pode ser escrito de modo único como combinação linear 
dos vetores desta base. 

Como no exercício anterior o sistema (4) tem solução única (а,-3, а= 1 e az =-1), 


podemos “intuir” que o conjunto ( AB, u 5 y ) é uma base deste espaço e, portanto, estes 

três vetores são não-coplanares. 

2) Encontrar o vértice oposto a B no paralelogramo ABCD, sendo dados АСЗ, -2, 4), 
B(5, 1, -3) e C(0, 1, 2). 


Solução 
O ponto D (Figura 1.62) é dado por D C 


— 


D=A+ BC ou D=C+ BA 


Como BC = C - B = (-5, 0, 5), pela 1º igualdade 
obtemos A B 
D = (3, -2, 4) + (-5, 0, 5) 
D = (2, -2, 9) 
3) Sabendo que o ponto P(-3, m, n) pertence á reta que passa pelos pontos Al 1, -2, 4) e 
B(-1, -3, 1), determinar m e n. 


Figura 1.62 


Solução 
Como os pontos A, B e P pertencem à mesma reta (Figura 1.63), qualquer dupla de veto- 


res formados utilizando estes três pontos são paralelos. Tomemos a condição АВ // АР, 


ou seja 
(2, -1,-3)// (4, m + 2, n - 4) 

e, portanto, A B P 
2. -1 -3 
4. med: n-4 | Figura 1.63 

ou 


-2(m + 2) =4 
-2(0 - 4) = 12 
sistema de solução т = -4 en = -2. 
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4) Seja o triângulo de vértices A(4, -1, -2), B(2, 5, -6) e С(1, -1, -2). Calcular o compri- 
mento da mediana do triângulo relativa ao lado AB. 


Solução 


A mediana em questão, de acordo com a Figura 1.64, é o segmento que tem como extremi- 
dades o ponto médio M de AB e o vértice oposto С. Então, o comprimento da mediana é o 


módulo do vetor MC. С 
Mte 09 es 26; ou М@, 2, -4) 
2 2 
е А М B 
MC =С-М=(1,-1,-2)- (3, 2, -4) = (-2, -3, 2) 
Portanto Figura 1.64 


IMCI- 4C 2? +(-3)? +2? -44-9-4-417 


Problemas Propostos 


1) Dados os vetores u e 3j, v = dus i ew =-2i + j , determinar 
- - 1 - - - 
a) 20 -v c) ао 
T - - 1- 1- 
b) v-u+2w d 3uico s 
2 2 


2) Dados os vetores u= (3,-1)е у = (-1, 2), determinar o vetor x tal que 


a) Au -V)+ тл =2u -x 


b) 3x -Qv - u) 22(4x -3u) 

Dados os pontos A(-1, 3), BQ, 5), C CQ, ‚-1)еО(О, 0), calcular 

a) OA - AB b) OC - BC с) 3BA -4СВ 

4) Dados os vetores u- (2, -4), у= C5, De w= (-12, 6), determinar a, e a, tais que 


W=a¡u + a), у 


5) Dados os pontos A(3, -4) e B(-1, 1) e o vetor y= (2, 3), calcular 


3 


— 


а) (B-A) «2v c) B«2(B- А) 
b) (A-B)- v d) 3v-2(A- В) 

6) Sejam os pontos A(-5, 1) e B(1, 3). Determinar o vetor у= (а, b) tal que 
a) B= A+2v b) A= B+3v 


Construir o gráfico correspondente a cada situação. 
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7) Representar no gráfico o vetor АВ ео correspondente vetor posição, nos casos: 
а) А(-1, 3) e BG, 5) c) A(4, 0) e В(0, -2) 
b) ACI, 4) e B(4, 1) d) AG, De BG, 4) 

8) Qual o ponto inicial do segmento orientado que representa o vetor v = (-1, 3), saben- 
do que sua extremidade está em (3, 1)? Representar graficamente este segmento. 

9) No mesmo sistema cartesiano xOy, representar 
a) os vetores u- (2, -1)e у= (2, 3), com origem nos pontos А(1, 4) е В(1, -4), res- 

pectivamente; 
b) os vetores posição de uev. 
10) Sejam os pontos PQ, 3), Q(4, 2) e R(3, 5). 


a) Representar em um mesmo gráfico | os vetores posição de u, v e w de modo que 
Q= P+u, R= Q+ vc eP=R+w. 


b) Determinar и+у+у. 
11) Encontrar o vértice oposto а В, no paralelogramo ABCD, para 
a) A(-3, -1), B(4, 2) e C(5, 5) 
b) AG, D, B7, 3) e С(3, 4) 
12) Sabendo que A(1, -1), B(5, 1) e C(6, 4) são vértices de um paralelogramo, determinar 
o quarto vértice de cada um dos trés paralelogramos possíveis de serem formados. 
13) Dados os pontos A(-3, 2) e B(5, -2), determinar os pontos M e N pertencentes ao 


segmento AB tais que AM - i AB e AN = i AB . Construir o gráfico, marcando 


os pontos A, B, M, N e P, devendo P ser tal que AP = 5 АВ : 


14) Sendo A(-2, 3) e B(6, -3) extremidades de um segmento, determinar 
a) os pontos €, D e E que dividem o segmento AB em quatro partes de mesmo com- 
primento; 
b) os pontos F e G que dividem o segmento de AB em três partes de mesmo comprimento. 
15) O ponto Р pertence ao segmento de extremos A(x,,y/) e В(х;,у;) e a distância 
dele ao ponto A é a terça parte da distância dele ao ponto B. Expressar as coordena- 
das de P em função das coordenadas de A e B. 


16) Dados os vetores п = (1, -1), v= (-3, 4) е w= (8, -6), calcular 


a) lul owl 0121 - wl Be 
lvl 
b) 1У1 E  Diw-30i в E 
hal 
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17) 


18) 
19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


28) 
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Calcular os valores de a para que o vetor "n (a, -2) tenha módulo 4. 
Calcular os valores de a para que o vetor u= (a, 2) seja unitário. 


Provar que os pontos A(-2, -1), B(2, 2), C(-1, 6) e D(-5, 3), nesta ordem, são vértices 
de um quadrado. 

Encontrar um ponto P de eixo Ox de modo que a sua distância ao ponto A(2, -3) seja 
igual a 5. | 

Dados os pontos A(-4, 3) e B(2, 1), encontrar o ponto Р nos casos 

a) P pertence ao eixo Oy e é eqüidistante de A e B; 

b) P é eqüidistante de A e B e sua ordenada é o dobro da abscissa; 

C) P pertence à mediatriz do segmento de extremos A e B. 


Encontrar o vetor unitário que tenha (I) o mesmo sentido de ve (ID) sentido contrário 
a v , NOS casos: 

a) у=-ї +} b v=3i -j 

с) v=(1, 43) d) v=(0,4) 

Dado o vetor y = (1, -3), determinar o vetor paralelo a y que tenha: 

a) sentido contrário ao de v e duas vezes o módulo de v : 

b) o mesmo sentido de v e módulo 2: 


C) sentido contrário ao de v e módulo 4. 

Traçar no mesmo sistema de eixos os retângulos de vértices 

a) А(0, 0, 1), В(0, 0, 2), C(4, 0, 2) e D(4,0, 1) 

b) AQ, 1, 0), BG, 2, 0), С(0, 2, 2) e D(0, 1, 2) 

Traçar o retângulo formado pelos pontos (x, y, z) tal que 

a)x=0,1< y <4 e 0< z<4 

Б) -1<x < 2, 0< y <3 e z=3 

Construir o cubo constituído dos pontos (x, y, z), de modo que 

а)-4< x <-2, I<y<3e0<z<2 

b) -2< х <0, 2< y <4 е -4<7 <-2 

Construir o paralelepípedo retângulo formado pelos pontos (x,y,z), de modo que 
1<х<3,3<у< 5 е0 < 7 < 4. Quais as coordenadas dos oito vértices do paralelepípedo? 
Calcular a distância do ponto A(3, 4, -2) 

a) ao plano xy; d) ao eixo dos x; 

b) ao plano xz; e) ao eixo dos y; 

c) ao plano yz; f) ao eixo dos 7. 
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29) A Figura 1.65 apresenta um paralelepí- 
pedo retângulo de arestas paralelas aos 
eixos coordenados e de medidas 2, 1 e 
3. Determinar as coordenadas dos 
vértices deste sólido, sabendo que 
A(2,-1,2). 


30) O paralelepípedo retângulo de dimensões 3, 
4 e 5 está referido ao sistema Oxyz con- 
forme a Figura 1.66. Considerando um 
segundo sistema chamado de O'x'y'z', onde 
Ox//O'x', Oy//O'y' e Oz//O'Z, e sendo O' 
um dos vértices do paralelepípedo de 
acordo com a figura, determinar as coor- 
denadas dos pontos О, A, B, C, De О 
em relação aos sistemas dados. 


Figura 1.66 


31) Dados os pontos AQ, -2, 3) e B(1, 1, 5) e o vetor y = (1, 3, -4), calcular: 
а) A+3v с) В+2(В-А) 
b) (A- B) -v d) 2v -3(B- A) 

32) Dados os pontos A(3, -4, -2) e B(-2, 1, 0), determinar o ponto N pertencente ao seg- 
mento AB tal que AN- ЗАВ . 


33) Dados os pontos А(1, -2, 3), B(2, 1, -4) e C(-1, -3, 1), determinar o ponto D tal que 
AB + CD= 0. 
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34) 


35) 


36) 
37) 
38) 
39) 


40) 


41) 


42) 


43) 


44) 


45) 


46) 
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Sabendo que 3u - 4v = 2 w , determinar a, b, ec, sendo и = (2, -1, с), v = (a, b - 2, 3) e 
w = (4, -1, 0). 

Dados os vetores u = (2, 3, -1), v = (1, -1, 1) ew = (-3, 4, 0), 

a) determinar o vetor x de modo que 3 u -у+х=4х +2w:; 

b) encontrar os números a,, a, e a4 tais que a; u+ a, v аз w= (-2, 13, -5). 


Representar no mesmo sistema Oxyz o vetor v= (1, -1, 3) com origem nos pontos 

O(0, 0, 0), A(-3, -4, 0), В(-2, 4, 2), CG, 0, -4) e D(3, 4, -2). 

Sendo A(2, -5, 3) e B(7, 3, -1) vértices consecutivos de um paralelogramo ABCD e 

М(4, -3, 3) o ponto de interseção das diagonais, determinar os vértices C e D. 

Determinar os três vértices de um triângulo, sabendo que os pontos médios de seus 

lados são M(5, 0, -2), N(3, 1, -3) e P(4, 2, 1). 

Dados os pontos A(1, -1, 3) e B(3, 1, 5), até que ponto se deve prolongar o segmento 

AB, no sentido de A para B, para que seu comprimento quadruplique de valor? 

Sendo A(-2, 1, 3) e B(6, -7, 1) extremidades de um segmento, determinar 

a) os pontos C, D e E, nesta ordem, que dividem o segmento AB em quatro partes de 
mesmo comprimento; 

b) os pontos F e G, nesta ordem, que dividem o segmento AB em trés partes de mes- 
mo comprimento. 

O ponto A é um dos vértices de um paralelepípedo e os trés vértices adjacentes sáo B, 

C e D. Sendo AA' uma diagonal do paralelepípedo, determinar o ponto A' nos se- 

guintes casos: 

a) AG, 5, 0), В(1, 5, 0), С(3, 5, 4) е DG, 2, 0) 

b) A(-1, 2, 1), BG, -1, 2), С(4, 1, -3) еро, -3, -1) 

с) AC1, 2, 3), BQ, -1, 0, CG, 1, 4) e DC, 0, 5) 

Apresentar o vetor genérico que satisfaz a condição: 


a) paralelo ao eixo dos x; e) ortogonal ao eixo dos y; 
b) representado no eixo dos z; f) ortogonal ao eixo dos z; 
c) paralelo ao plano xy; £) ortogonal ao plano xy; 
d) paralelo ao plano yz; h) ortogonal ao plano xz. 


Quais dos seguintes vetores u = (4, -6, 2), v = (6, 9, 3), w = (14, 21,9) e t = (10, -15, 5) 
sáo paralelos? 

Dado o vetor w = (3, 2, 5), determinar a e b de modo que os vetores u- (3, 2, -1)e 
" = (a, 6, b) + 2 w sejam paralelos. 

A reta que passa pelos pontos A(-2, 5, 1) e B(1, 3, 0) é paralela à reta determinada 
por CG, -1, -1) е (ОО, m, n). Determinar o ponto D. 

Verificar se sáo colineares os pontos: 

a) А(-1, -5, 0), BG, 1, 3) e C(-2, -7, -1) 
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b) AQ, 1, -1), BG, -1, 0) e C(1, 0, 4) 
с) А(-1,4,-3), BQ, 1, 3) eC(4, -1, 7) 
47) Sabendo que o ponto P(m, 4, n) pertence à reta que passa pelos pontos A(-1, -2, 3) e 
BQ, 1, -5), calcular me n. 
48) Encontrar o vértice oposto a B, no paralelogramo ABCD, para 
a) А(-1, 0, 3), BC, 1, 2) e CG, -2, 5) 
b) АС, 0, 1), B(5, 1, 3) e CG, 2, 5) 
49) Verificar se sáo unitários os seguintes vetores: 


МТК теле 


с=т, =, = ) 
46" Je' J6 
50) Determinar o valor de n para que o vetor v =(n, D seja unitário. 


51) Determinar o valor de a para que u = (a, -2a, 2a) seja um versor. 

:52) Dados os pontos А(1, 0, -1), B(4, 2, 1) e C(1, 2, 0), determinar o valor de m para que 
Ivl=7, sendo v=mAC + BC. 

53) Determinar o valor de y para que seja eqüilátero o triângulo de vértices A(4, y, 4), 
B(10, y, -2) e C(2, 0, -4). | 

54) Obter o ponto Р do eixo das abscissas eqüidistante dos pontos А(3,-1,4)е В(1,-2,-3), 

55) Obter um ponto P do eixo das cotas cuja distância ao ponto АС 1, 2, -2) seja igual a 3. 


56) Dado o vetor v = (2, -1, 3), determinar o vetor paralelo av que tenha 
a) sentido contrário ao de Y e trés vezes o módulo dev у; 
b) o mesmo sentido de v e módulo 4; 


c) sentido contrário ao de v e módulo 5. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) a) G, -5) b) 65, 4) о (1, D d) E. 9) 
2) d (2, >) b) (28.2 

3) а) (- E 1) b) (2,5) с) (-5, -30) 

4) ај=-1 е аз =2 

5) а) (-8, 11) b) (6, -8) с) (-9, 11) а) (-14, 19) 


6) а)у =(3, 1) b) V=(2,-5) 


8) (4, -2) 
10) b) 0 
11) a) D(-2, 2) b) D(1, 2) 
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12 


ми 


13 


му 


14 


ми 


15 


NY 


16) 


17) 


18) 


20) 
21) 


22 


МУ 


23 


МУ 


27 


NX 


28) 


29) 
30) 


31 
32) 


МУ 


33 


Nx 
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Q, 2), (0, -4) e (10, 6) 
ма, 0), N(Ż, -2), PO, -4) 
3 3 
3 3 
a) C(0, 3^ ро, 0), қа, 5) 


2 10 
b) Feo 1), ӨС» -1) 


3 x, 3 Ya: 
ааа) 
a) 42 c) 10 e) 2/13 2) 83 2 
b) 5 d) 413 f) J34 һ) 1 
t 245 
КЕ 

2 
(6, 0) ou (-2, 0) 
a) EQ; 5) b) Р(-5, -10) с) Р(х, 3х + 5), хє R 
ese ac тву Эе) 

EF 7-2 М0’ 10 /40 V10 
1 43 1 3, 
с) ( E uS ue (- 2 cd d) (0, 1) e (0, -1) 
2 6 12 

2,6 b 
a) ( ) o Wm DAR 
Vértices da base inferior: (1, 3, 0), (1, 5, 0), (3, 3, 0) e (3, 5, 0) 
Vértices da base superior: (1, 3, 4), (1, 5, 4), (3, 3, 4) e 3, 5, 4) 
a) 2 c) 3 e) 413 
b) 4 d) 245 8-5 


В(2,-3,2), CG, -3, 2), DG, -1, 2), EG, -1, 5, FQ, -1, 5), GQ, -3, 5), H(3, -3, 5) 
em relação a Oxyz: О(0, 0, 0), АС, 0, 0), BG, 4, 0), C(0, 4, 5), D(3, 0,5) e Об,4,5) 
em relação a O'x'y'z': O(-3, -4, -5), A(O, -4, -5), B(0, 0, -5), C3, 0, 0), D(0, -4, 0) e 
ОО, 0, 0) 

a) (5, 7, -9) b) (0, -6, 2) c) (C1, 7, 9) d) (5, -3, -14) 


6 

М(1, -2, -— 
( 5 ) 

D(-2, -6, 8) 


Cap. 1 
у А pu ex 
4 
1 2 4 
35) a) х= EG 3 ==) 
b) а; = 2, 22 аз= 1 
37) C(6, -1, 3) e D(1, -9, 7) 
38) (4, -1, -6), (6, 1, 2) e (2, 3, 0) 
39) (9, 7, 11) 
40) a) (0, -1, >, (2, -3, 2), (4, -5, 2) 
2 5 7. 10 B, 5 
b) T 3 3^ ES 3” 3) 
41) а)(1, 2,4) b) (9, 5 p c) (5, -4, 3) 
42) a) (x, 0,0) с) (х, у, 0) e) (х,0, 2) 8) (0, 0, 2) 
b) (0, 0, 2) DO, y, 2) f) (x, y, 0) h) (0, y, 0) 
43) sáo paralelos: u, vet 
44)a=9eb=-15 
45) ГХ0, 1, 0) 
46) a) sim b) não C) sim 
47) m=5 e n=-13 
48) а) D(1,-3, 6 b) D(2, 1, 3) 
49) véunitário 
50) „УЗ 
4 
1 
51) 5 
52) 3 ou Ea 
5 
53) +2 
54) P(3,0,0) 
55) P(0,0,0) ou  P(0,0,-4) 
56) a) (-6,3,9) b) ( 2 s e с) (- ры NER 


Wu da га 


Ja Wu Via 
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Produto 
Escalar 


Definição Algébrica 


Chama-se produto escalar de dois vetores u = xy i +уј +2. Ке 


у= Ху 1+y | +2. k,eserepresenta por u . у, ao número real 
u. V= X1 X2 + ууз + 2122 (1) 
O produto escalar de u por v também é indicado por <и, v>eselê“u escalar у”. 


Exemplos 

1) Dados os vetores u=3i 551 +8kev=4i 221 - k, tem-se 
u. v=3(4)-5(2)+8(1)=12+10-8=14 

2) Sejam os vetores u =(3,2,D)e y = (-1, -4, -1). Calcular: 
a)(u+v). (Qu - v), bu.u c)Ü.u. 

Solução 

a) Como u+v =(2,-2,0) e 

2u - v =(6,4,2)- (-1, -4, -1) = (7, 8, 3), tem-se 

(п+у). (20 - у) = 2(7) - 2(8) + 0(3) 214 - 16+0=-2 

= 3(3) +20) + 101) = 32+ 22 + 12=9+4+1 = 14 

= (0, 0, 0). (3, 2, 1) = 0(3) + 002) + 0(1) =0 


b) 
c) 


u.u 
0.u 
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3) Dados os vetores u = (4,0, -1) e v = (0, 2, 3) e os pontos A (4, -1, 2) e B (3, 2, -1), 
determinar o valor de o tal que u. (v + BA) ES. 
Solução 
BA -А-В-(1,-3,3) 
v + BA = (0,2, 3) + (1, -3, 3) 2 (a + 1, -1, 6) 
Substituindo e resolvendo a equacáo dada, vem 
(4, о, -1). (& + 1, -1,6) 25 
4(0 + 1) + a(-1) - 1(6 = 5 
44%-4-0-6-5 
За = 


O = 


ра 


Propriedades do Produto Escalar 
Para quaisquer vetores u ; ve w e o número real о, é fácil verificar que: 
D u.v=v.u 


De fato, vimos que o módulo do vetor u= (x, y, Z) é dado por 

шіт yx? +у2 +22. 

Tendo em vista que 

u. u = (x, y, 2). (х,у, 2) = x^ y 42^, 

conclui-se que 

а= ш.ш 

ou de modo equivalente u.uzluf. 

Demonstraremos a propriedade II, deixando a cargo do leitor as demais. Se 


о (Xj, yp Zj) у (X5, y5,25) € W = (хз, уз, 23), então 


Cap.2 Produto Escalar 51 


u : (у + ж) = (x,, yp 21) . (X5 - X4, Y2 + Y3, 25 +23) 
=X (X3 HX3)+ у,(у ty) * z,(z; +23) 
= ХХ, +X|X3 + YiY5 + УуУз + 212 + 2123 
= (хх, “уу; +212) t (XqX34 + y ¡Y3 +2123) 
-u.v4u.Ww 
Exemplos 
1) Sendo lul=4,lvl=2e u . v=3, calcular (3u -2v).(u+4v) 
Solução 
Gu -2v).(u+4v)=3u. (-u +4v)-2v . Cu +4v) 
=-3u.u+l2u. v+2v.u - 8v. v 
= -3lul?4-14u . у - 8lv1? 
= -3(4)? +14(3) - 82)? 
--48-42-32 
--38 
2) Mostrar que lu + vEsluÉ «2u.v +1уЁ 


Solução 
lu- v? =(u+v). (u+v) 
-u.(urv)tv.(u-cv) 


=4U.U+U.V+FV. UFV. Уу 
=102 +20, v+IvR 


Observação 
De forma análoga demonstra-se que 


lu - vf 2lu?-2u.v «Iv 
3) Provar que (u +v). (u-v) 2luP - Iv P 


Solucáo 
(u*v).(u-v) zu.(u - у) +у. (0 - у) 


-u.u-u.v-ctv.u-v.v 


=1ul? -1v1? 
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Definição Geométrica de Produto Escalar 


Se u e v são vetores não-nulos e Ө o ângulo entre eles, então 


u. v-lullvlcos Ө 


—M 


Aplicando a lei dos co-senos ao triángulo ABC da Figura 2.1, temos 


ЛЭ хулс т > Тулы C 
lu - v? =lu P e Iv P -2lullvl cos Ө Q) 
Por outro lado, de acordo com o exemplo 2 (item anterior): 5 
E e MS 2 += 
lu - vVPZIluP? «Iv? -2u.v (4) зайд 
Comparando as igualdades (3) e (4): А A 
luB+IvÊ-2u.v -14 148 -2lullvlcos Ө no В 
e, daí | 
u.v =lullvicos Ө, 0950 < 180° dci 
Conclusão: O produto escalar de dois vetores não-nulos é igual ao produto de seus módulos | 
pelo co-seno do ângulo por eles formado. Ё 
Ехетрїо 
Sendo lu | = 2, Iv | = 3 e 120º o ângulo entre uev , calcular 
a) u.v blu + vi . c)lu - vl 
Solução 


a) Pela relação (2), tem-se 


u.v =lullvicos 120° = (213) C2) 23 


b) Vimos que 
lu + УР 2lu 4 2u.v «Iv 
Então, 
lu + у?=2?2+2(-3)+32=7 
e, portanto, 


lu + vl2 J7 
c) De forma análoga tem-se 
lu - vP=1u 2 -2u.v «Iv 
= 2? - 2(-3)43? 
e, portanto 


lu - vl 2 19 
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Observações 

a) Vamos exemplificar com um caso particular a equiva- 
lência das expressões do produto escalar apresentadas 
em (1) e (2). Pela Figura 2.2 vemos que o ângulo forma- 
do pelos vetores u = (1, 1, 0) e v = (0, 1, 0) é 45º. 
Então, por (1), temos 

u.v =1(0)+1(1) + 0(0) = 1 

e, por (2) 


u.v =lullvicos 45° = (5/2) ob 


Figura 2.2 


b) Deixaremos de demonstrar dois resultados válidos para todos os vetores uev: 
1) lu.vlI€lIullv! (Desigualdade de Schwarz) 
2)lu + vi< а Ivi (Desigualdade Triangular) 


utv 
A segunda desigualdade confirma a propriedade geométrica segundo a 
qual, em um triângulo (Figura 2.3), a soma dos comprimentos de dois la- 
dos (lu | + | v I) é maior do que o comprimento do terceiro lado (lu + v 1). n 
| Figura 2.3 


A igualdade somente ocorre quando u ev forem paralelos e de mesmo sentido. 
c) Como em (2) o sinal deu . v é o mesmo de cos Ө, conclui-se que: 

1) u.v > 0 < cos 9 > 0 > 0° < 0 < 90° (Figura 2.4) 

2°) u. y «0 cos 0< 0 <> 90° < 0 < 180° (Figura 2.4 (b)) 

39) u. y =0 © cos 0 - 0 & 0 = 90° (Figura 2.4 (c) 


7 
9 Y 9 р 
@ o 2 
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Esta última afirmação estabelece a condição de ortogonalidade de dois vetores: 


т =т=т eh 
| Dois vetores u e v são ortogonais se, e somente se, v=0. | 


Exemplos 


1) Mostrar que os seguintes pares de vetores são ortogonais: 
а) u=(1,-2,3)e v -(4, 5, 2) 
biej 


Solucáo 
a) u. y = 1(4) -2(5) + 3(2) =4-10+6=0 
b) i. i = (1, 0, 0). (0, 1, 0) = 1(0) + 0(1) + 0(0)= 0 


Observação 

O vetor 0 é ortogonal a todo vetor, isto é, 0.у-0 рага todo v . 

2) Provar que o triângulo de vértices A(2, 3, 1), BG, 1, -1) e CQ, 2, -2) é um triángulo 
retángulo. 

Solucáo 

A forma mais simples de provar a existéncia de um ángulo reto é mostrar que existem dois 


vetores que determinam os lados do triángulo cujo produto escalar é zero. Consideremos os 
vetores 


AB = (0, -2, 2) 
AC = (0, -1, -3) 
BC - (0, 1, -1) 
(poderíamos também considerar os vetores opostos deles). 
Calculemos: 


АВ.АС = (0, -2, 2). (0, -1,-3) 20424 6-820 

AB.BC = (0, 2, 2) . (0,1, -1) 20-24 220 

Tendo em vista que АВ.ВС = 0, o triângulo é retângulo em B. 
3) Determinar um vetor ortogonal aos vetores vi =(1,-1,0)e va = (1, 0, 1). 
Solucáo 
Seja u= (x, y, Z) o vetor procurado. Como ué ortogonal a vi еу? , devemos ter 
Уі = (х, у, 2.(,-1,0 =х-у=0 
„уз =(x,y,2).(1,0,1)=x+z=0 


=! 


сі 
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O sistema 
x-y=0 (1,1,-1) 
m +z=0 214 
tem infinitas soluções do tipo ? 
y=x € Z=-x А 
Logo, os vetores ortogonais a vi e v2 sáo da forma u = (x, X, -х) Nl 


ou u = x(1, 1, -1), x є R, isto é, são todos múltiplos de (1, 1, -1), con- Figura 2.5 
forme sugere a Figura 2.5. 


4) Demonstrar que as diagonais de um losango são perpendiculares entre si. 


Solução 
Lembremos que todo losango é um paralelogramo cujos lados têm o 
mesmo comprimento. 

Consideremos o losango ABCD (Figura 2.6). 

Devemos mostrar que 

AC.DB =0 

Fazendo AB = u 

AC =u + v e DB = 


<} 


> 
u + 


> 
-У 


M 


AD- E dn figura vemos que 
- Y. 


NS 


men 52-0 (5) TM 
= 2 igura 2. 
pois lu l= Iv I. 


5) Provar, utilizando o produto escalar, que o ângulo inscrito em uma semicircunferência 
é reto. 


Solução 
Observemos que, considerados os vetores u e v como na 


Figura 2.7, os vetores u+ve u-v determinam o ângulo 
inscrito na semicircunferência. Portanto, de maneira análoga 
ao exemplo anterior, visto em (5), temos 


(u+v).(u-v)=luP-IvÊ=0 


pois lul=1v1 (medida do raio). 
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Cálculo do Angulo de Dois Vetores 
Da igualdade 


u.v =lullvlcos Ө, vem 


1 i 
| u.v 
| 


AAA AA creme 


fórmula a partir da qual se calcula o ángulo € entre os vetores u e v náo-nulos. 


Exemplos 

1) Calcular o ángulo entre os vetores ч = (1, 1, 4)е у = (-1, 2, 2). 
Solução 

баба dy. (,1,4).(4,2,2). 44248 9 1 os 


шу 41481416 41544:4.-/18:40..342:3: 59 2 


Logo, 


Ө = arc cos (2) =45º 


2) Sabendo que o vetor ү = (2, 1, -1) forma ângulo de 60º com o vetor AB determinado 
pelos pontos A(3, 1, -2) e B(4, 0, m), calcular m. 


Solução 
De acordo com a igualdade (6), tem-se 
cos 60º = шэнэ. 
УНАВ! 


Como cos 60º = 5 e AB = В -А = (1, -1, m+ 2), vem 


(2, 1, 4). (L -L m +2) 


1 
2. JA-141 Vi+1+m? +4m+4 
T 
2 


Е 2-1- м - 2 
У6 m? +4m+6 
1 dis 
(n --8 
2 J6m? + 24 + 36 


1 1+2т+т? 
4 бт? +24m+36 
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6m? +24m+36=4+8m+4m? 
2m? +16m+32=0 


m? +8m+16=0 
Portanto, m = -4 (raiz dupla) 
3) Determinar os ángulos internos ao triângulo ABC, sendo АСЗ, -3, 3), BG, -1, 2) е 
са, 0, 2). 


Solucáo 
Observemos que no triángulo ABC da Figura 2.8, o ángulo A é 
determinado pelos vetores AB eAC. Logo, 

АВ.АС (4,2,4).(2,3,4) 24641 9 
IABIACI vVi+4+1/4+9+1 46414484. 


А = arc des = 1053” 


84 


Analogamente, 


= 0,982 


cosÃ= 


Figura 2.8 


i. ВА.ВС @(,-2,1).(4,10) 1-2 3 4 


cosB = == A aM шоо 
ВАНВС| 414441,14140 4642 23 2 
B = arc € 


4 | СА.СВ (5-3D.(-L,0 243 5 


cos C = [=> ===> >= = =- 
тэ. V4+9+11+1+0 ,44/2 28 


= 0,9449 


) = 197. Notemos que А-8-0-1809 


€ = arc cos (— 
T3 
Angulos Diretores e Co-senos 
Diretores de um Vetor 
Seja o vetor v=xi+ уі + zk não-nulo. 
Ángulos diretores de v são os ángulos о, B e y que 


v forma сот os vetoresi, | ек, respectivamente (Fi- 
gura 2.9). 


Co-senos diretores de v são os co-senos de seus / 
ángulos diretores, isto é, cos 0, cos B e cos y. Figura 2.9 
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Para o cálculo destes valores utilizaremos a fórmula (6): 


— + хамг. 
cos @ = мыйы. БОЛН Ж | 
Ivi Hil 1410) lvl 
so LLO. у. 0) 
МІН ivi(1) Ivl 
ips yek Gy 2.(001 _ 
| | vi(1) M 


Observacáo 


Notemos que os co-senos diretores de v são precisamente as componentes do versor de v : 
у х, Y, Z х 

a ces ja жы Ж. зы (cos о, cos D, cos y) 

lvl lvl Ivi ivi lvl 


Como o versor é um vetor unitário, decorre imediatamente 
cos? aL + cos? В + cos? y=1 (8) 
Exemplos 
1) Calcular os ângulos diretores de v = (1, -1, 0). 


Solução 


1у1-41-140-42 


Utilizando (7), temos 


cos O = = „а = 45° 

соѕ В = x» а В =135° 
0 

cos y = —==0 + Y=90º 
42 


2) Os ângulos diretores de um vetor são 0, 45º e 60º. Determinar о. 


Solução 
Substituindo em (8), B por 45? e y por 60º, vem 
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cos? a +cos? 45? +cos? 60º=1 


D 


cos? а T(— 2 +6 y =1 


Logo, а = 60º ou а= 120° 
3) Um vetor v do espaço forma com os vetores ie j ângulos de 60° e 120°, respecti- 
“vamente. Determinar o vetor v, sabendo que Ivl=2. 
Solução 


Seja v= (х, у, 2) o vetor procurado. No caso presente: œ = 60? e В = 120º. Então, utili- 
zando (7), temos 


соз 60° = Ž ou 2m donde x=1 
Ivi 2 2 

cos120º= ou Li donde y = -1 
Ivi 2.2 


Como Iv | = 2, isto é, 


4x? +у2 +22 =2 


(0* CD? +z 


vem 


4 
2 
2-3,2 
Portanto, 

v=(1,-1, 42) ou v=(, 21, 2) 


4) Obter o vetor v, sabendo que lv | = 4, v é ortogonal ao eixo Oz, forma ângulo de 60º 
como vetor 1 e ângulo obtuso com j . 
Solução 


Sendo v ortogonal ao eixo Oz, ele é do tipo v =(x,y,0). 
Por (7), tem-se 
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cos 60? = ge ou , donde x=2 


1 
lvl 2 


х 
4 
Como lv | = 4, isto é, 


үх? +y? =4 


(2)? +y? =16 
y? -12 
у-і 2/3 


Tendo em vista que B (ângulo de v com 1) é obtuso (90? « B < 180º), na igualdade 


vem 


cos В = Y. o valor de y é negativo. 
Гу! 


Portanto, 


v=(2, 243, 0) 


Projeção de um Vetor sobre Outro 
Sejam os vetores u e v não-nulos e O o ángulo entre eles. Pretendemos decompor um dos 
vetores, digamos v , tal que 
у= Vi У2 
sendo villu e уа. 


A Figura 2.10 ilustra as duas situações possíveis, podendo ser Ө um ângulo agudo 
(Figura 2.10 (a)) ou obtuso (Figura 2.10 (b)). 


Figura 2.10 
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O vetor v; é chamado projeção ortogonal de v sobre u e indicado por 


vi = proj- v (9) 


Ora, sendo у1//й, temos vı = œu е сото у» = у - уу = у - Qu é ortogonal a 


Interpretação Geométrica do Módulo do Produto 
Escalar 
Se em (10) o vetor u é unitário (lu | = 1), tem-se 
projv -(v.u)u pois u.u «luf - 1 
e, portanto, 
Іргој- vl 2 Ку .u)ulzlv.ullul 
ou 
Гргој- v «1v. ul 


Logo, 


o comprimento do vetor projeção de v sobre u, sendo u unitário, é igual ao 


módulo do produto escalar de v por u. 
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Exemplos 
1) Determinar o vetor projeção de у = (2, 3, 4) sobre u = (1, -1, 0). 
Solução 
Temos 

v.u Боож )+40)=-1 

u.u =й = (1)2+ (1)2+ 0 22 

Logo 
ргој- v =( = <)ш- e 2X. 1, 0)= 2 I 50) 
u. 


2) Dados os vetores y = (1, 3, -5) e u= (4, -2, 8), decompor v como v = vi %У2, 
sendo vı //а e vo Lu. 

Solução 

a) Pela Figura 2.10 e por (10), temos 


— > Б - 


: v.u 
=projav=(="=)u 
u.u 


v.u = 1(4) +3(2) - 5(8) = -42 


u.u 2-4 4 (2? +8 =84, vem 
vecta Seca sip 
1 84 > 3 2 > э э , 


b) Sendo y = vi ЖҰ»; tem-se 
vas v - vı =(1,3, -5) - (22, 1, -4) = (3, 2, -1) 
Observamos que volu pois 
уз. =3(4) + 22) -1(8) 20 
3) Sejam os pontos A(-1, -1, 2), В(2, 1, 1) e C(m, -5, 3). 
a) Para que valor de m o triángulo ABC é retângulo em A? 
b) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vértice A. 
Solucáo 
a) Sendo À ângulo reto, os vetores AB e AC (Figura 2.11) são ortogonais, isto é, 
AB.AC =0. 
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Como 
АВ = (3, 2, -1)е AC = (ml, -4, 1), vem 
3(m +1) -- 2-4) -1(1) 20 


3m+3-8-1=0 
B С 
3m=6 H 
m=2 Figura 2.11 
b) O ponto H é dado por 
H=B+ BH sendo BH = рој BA - PA- BC pa 
Be BC. BC 

Mas 

BA.BC = (3, 2, 1). (0, -6,2)=0 + 124 22 14 
e 

BC. BC = (0, -6, 2). (0, -6,2) 204 36 + 4 =40 
Logo, 

BH = 2500, %,2)= 00, едеш 

( ) ( ) = ( 10” РЫ 

хо 

Н-(2,1,1)4(0,-5-,-- 

( D+ ( a, 2) 
ou 
"mu 
“10710 


Produto Escalar no Plano 
Todo o estudo feito neste capítulo em relação a vetores do espaço é válido também a veto- 
res no plano. 
Considerando os vetores u = (х,у) e v= (X2, Y3 ), temos 
a) u.v = Xi X2 + yı Y2; 
b) validade das mesmas propriedades do produto escalar; 
c) se 0 éo ângulo entre u + б e v #0, então 


— > 


u.v 
cos 0 CE 
Гам 


d) ul v se, e somente se, u.v = 0; 
e) sea e são os ângulos diretores de u, u + 0, então 
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х y 
cosa== е cosp =; 
lul lul 
2 2 
f) cos'a+cosB=1 
Rca Vin INO 
g) projv-( —— )u,com и ev não-nulos. 
u.u 


Uma Aplicação na Física 
O produto escalar é uma importante ferramenta matemática para a Física, uma vez que 
inúmeras grandezas físicas são definidas com seu emprego, como por exemplo, o trabalho. 

O trabalho realizado por uma força constante F ao longo de um determinado deslo- 
camento d é definido como o produto es- 
calar desta força pelo deslocamento efetua- 
do pelo corpo no qual a força está aplicada. 

Pode-se observar que a componente 


da força F que realiza o trabalho é Ру 


paralela ao deslocamento AB -4, confor- 


me mostra a Figura 2.12. 
Então, Figura 2.12 


ЇЕ, l= IFI сов Ө 
onde 0 é o ângulo entre a força e o deslocamento. 
A grandeza física trabalho, notada por УУ, é uma grandeza escalar e tem como uni- 
dade no Sistema Internacional o joule, notado por J. 
A expressão para o cálculo do trabalho W é 


W=F.d ou У-1Б!41сов0 
e 

1J = IN. 1m (1 Newton vezes um metro) 
Exemplos 


1) Calcular o trabalho realizado pelas forças constantes, F , Е, 3 EN e P (Figura 2.13) e 


pela força resultante, para deslocar o bloco de A até B, sabendo que IFI = 10М, 
IFal= 8N, IPI=3N, Ес 1-3М, d= АВ eldi= 10m. 
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Solução 
a) Wp= ЇЕ1141сов Ө 


Como Ө = 0º (ângulo entre Е е d), vem > 
Wo = (10М)(10т/)1) = 100 J 


b) We -1Б 1141 сов Ө 


ТЭМ, E F 
Como 0 = 180º (ângulo entre F4 e d), vem 
We, = (SN)(10m)C1) = -80 J B 
с) W,= IPildicos Ө 
Como 6 = 90º (ângulo entre Pe d), vem Figura 2.13 


= (34N)(10m)(0) = 0 J 
4) Wp, 2 IFw Idi cos Ө 
Como 0 = 90? (ângulo entre En e d), vem 
Wp, = (3М)(10т/(0) -0 7 
Neste exemplo, o trabalho resultante Wp das quatro forças pode ser calculado de 
duas maneiras: 
a) pela soma algébrica dos trabalhos realizados pelas forças: 
Ұр = Wp+ We, + Wo + We, 
ou 
Ұр = 100] -80]+0]+0]=203 
b) pelo trabalho realizado poai força resultante Fr: 
Fr = F + Fa + P + FN (soma de vetores) 


Como P + Fw =0, conclui-se que IFg 1-2М 


Logo, 
= |Fplldicos Ө (6- 0°) 
ou 
Ұр = (QN)(10m)(1) = 20 J z 
2) Calcular o trabalho realizado pela força F para des- EN € 
locar o corpo de A até B (Figura 2.14), sabendo que | Г777777---- 
IFI = 10N, IABI 2 141= 20m e Ө = 36,9% A 5 


Figura 2.14 
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Solução 
"" A Força F (Figura 2.15) é decomposta em F 2 8i 461, 
ши 6N — onde8=IFlcos6, 6=IFlseng8 e d 2 20 1 +05. 
O trabalho realizado pela força F pode ser calcu- 

lado por | 

У-Е. Ч (produto escalar) 

W=(8i «6j ).Q0i +05) 

W - 1601 


4 в 


Figura 2.15 


ou por 
УУ = 161141 соѕ Ө 


W = (10N)20m)(cos 36,9°) 
W = 1601 


Problemas Propostos 
1) Dados os vetores u = (2, -3, -1) e v = (1, -1, 4), calcular 
a)2u.Cv) c) (ue v). (u-v) 
b)(u+3v).(v-2u) d) (u+v).(v-u) 
2) Sejam os vetores u = (2, a, -1), V=(3, 1, -2)e w = (2a - 1, 22, 4). Determinar a de 
| modo que u . v=(U+V).(V+W). 
3) Dados os pontos А (4, 0, -1), B (2, -2, 1) eC (1, 3, 2) e os vetores u= (2, 1, Де 
v = (-1, -2, 3), obter o vetor x tal que 
а)3х +2v =x +(AB.u)v b) (ВС.у)х= (0. v)v -3x. 
4) Determinar o vetor v, paralelo ao vetor u= (2, -1, 3), tal que v.u--42. 
5) Determinar o vetor v, sabendo que МЕ 5, vé ortogonal ao eixo Ox, у. = бе 
у =й + 2]. 
6) Determinar o vetor Y, ortogonal ao eixo Oy, у. vi =8 e v Я v= -3, sendo 
vı 03, 1, -2)e v5 = (-1, 1, 1). 
-7) Dados os vetores u = (1, 2, -3), у= (2,0,-1)е w= (3, 1, 0), determinar o vetor x 
tal que x 1 u=-16, x.v=0e x. w=3 
8) Sabendo que lu | = 2, Ivl=3 e u 2 у=-1, calcular 
a)(u-3v).u c) (u+v).(v-4u) 
b)Qv-u). Qv) d) Gu +4v). (2u -5v) 
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9) Calcular u.v+u.w+v.w, sabendo que u+V+W = O,lul=2,Ivi=3elwl=s5. 
10) Os pontos A, B e C são vértices de um triângulo eqüilátero cujo lado mede 20 cm. 
Calcular AB . AC e AB. CA... 
11) O quadrilátero ABCD (Figura 2.16) é um losango de lado 2. 


Calcular: ЭМГЭН 
a) AC.BD d) AB.BC 
b) AB. AD e) AB.DC 
c) BA. BC © BC.DA 


12) Calcular lu + vl lu - vl e(u+v). (u- v) sabendo que 


Іші-4, Iv 1= 3 e o ângulo entre u ev é de 60º. 


13) Sabendo que lul= 42, Ivl=3e que u ev formam ângulo 


Figura 2.16 
de л rad, determinar 
a)i (2u -v).(u-2v)I b)lu -2v1 
14) Verificar para os vetores u =(4, -1,2)e у = (-3, 2, -2) as desigualdades 
a) lu.vl € E lu lvl (Desigualdade de Schwarz) 
b) lu + vl <іші-іУі (Desigualdade Triangular) 


15) Qual о valor de © para que os vetores а-оіз 2j -4keb=2i+ (1 - 200 1 +3k 
sejam ortogonais? 

16) Dados os vetores a= о, 1, 9), b- (о + 2, -5,2)e с= = (20, 8, 0), determinar o valor 
de o para que o vetor a+b seja ortogonal ao vetor c-a. 

17) Dados os pontos A(-1, 0, 5), B(2, -1, 4) e C(1, 1, 1), determinar x tal que AC e BP 
sejam ortogonais, sendo P (x, 0, x - 3). 

18) Provar que os pontos A(-1, 2, 3), B(-3, 6, 0) e C(-4, 7, 2) são vértices de um triângulo 
retângulo. 

19) Dados os pontos A(m, 1, 0), B(m - 1, 2m, 2) e C(1, 3, -1), determinar m de modo que 
o triângulo ABC seja retângulo em A. Calcular a área do triângulo. 

20) Encontrar os vetores unitários paralelos ao plano yOz e que são ortogonais ao vetor 


v = (4,12). 
21) Determinar o vetor u tal que lul= 2, o ângulo entre uev= (1,-1, 0) ё 45º e ué 
ortogonal a w =(1,1,0). 
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22) 


23) 
24) 


25) 


26) 


27) 


28) 


29) 
30) 


31) 


32) 
33) 


34) 
35) 


Seja o vetor y = (2, -1, 1). Obter 

a) um vetor ortogonal av : 

b) um vetor unitário ortogonal av : 

c) um vetor de módulo 4 ortogonal av. 

Sendo a Lb,lal=6elbl=8, calcular la + blela - bl. 
Demonstrar que sendo u А v е w vetores dois a dois ortogonais, então 
a lu + vÊ=IuP+IvP. 

b)lu + у + у= ҮГ w 

Determinar o ângulo entre os vetores 

a) =(2,-1,-1)е у = (-1, -1, 2). 

b) u=(1, -2, De v2 CL, 1, 0). 

Seja o triângulo de vértices A(3, 4, 4), B(2, -3, 4) e C(6, 0, 4). Determinar o ângulo 
interno ao vértice B. Qual o ângulo externo ao vértice B? 


Calcular os ângulos internos do triângulo de vértices A(2, 1, 3), B(1, 0, -1) e 
C(-1, 2, 1). 


Calcular o valor de m de modo que seja 120? o ángulo entre os vetores u = (1, -2, 1) 
ev -(-2,1,т- 1). 


Calcular n para que seja de 30º o ángulo entre os vetores y = (3, 1,п)е k. 


Selul= 4, ІУІ-26120%о ângulo entre os vetores ue у, determinar o ângulo entre 
u + veu- у econstruir uma figura correspondente a estes dados. 

Seja o cubo de aresta a representado na Figura 2.17. 2 

Determinar: 

a) ОА.ОС 4)1ОВ!е!ОС 1 

b) OA.OD e) EG.CG 

c) OE. OB f) (ED. AB) OG 


8) o ángulo agudo entre a diagonal do cubo e uma 
aresta; 
h) o ángulo agudo formado por duas diagonais do cubo. 


Calcular os ángulos diretores do vetor v - (6, -2, 3). 
Os ángulos diretores de um vetor a são 45º, 60º e 120º : Figura 2.17 
elal=2. Determinar а. 

Os ângulos diretores de um vetor podem ser de 45º, 60º e 90°? Justificar. 


Mostrar que existe um vetor cujos ângulos diretores são 30º, 90º e 60º, respectiva- 
mente, e determinar aquele que tem módulo 10. 


36) 
37) 


38) 


39) 


40) 


41) 


42) 


43) 


44) 


45) 
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Determinar um vetor unitário ortogonal ao eixo Oz e que forme 60? com o vetor i . 
Determinar o vetor a de módulo 5, sabendo que é ortogonal ao eixo Oy e ад vetor 


v=i-2 k, e forma ângulo obtuso com o vetor i. 

Determinar o vetor v nos casos 

a) vé ortogonal ao eixo Oz, Іуі- 8, forma ângulo de 30º com o vetor ie ângulo 
obtuso сот}; 

b) v é ortogonal ao eixo Ox, Іуі- 2, forma ângulo de 60º com o vetor i e ángulo 


agudo com К. 
O vetor v é ortogonal aos vetores u =(1,2,0)e w = (2,0, 1) e forma ângulo agu- 
do com o vetor i- Determinar v, sabendo que lvi= 21. 
Dados os vetores u =(3,0,1)e v = (-2, 1, 2), determinar proj-u e proj -v. 
Determinar os vetores projeção de v=4i- 31 + 2k sobre os eixos cartesianos x, 
yez. | 
Рага cada um dos pares de vetores uev , encontrar a projecáo ortogonal de v sobre 
u e decompor у сото soma de vi com v2, sendo vi // u e vlu. 
а) u=(1,2,-2) e v=(3,-2,1) 
b) и-41,1, 1) е v=(3,1,-1) 
с) u=(2,0,0) e v =(3,5,4) 
d) u= (3, 1, -3) е v = (2, -3, 1) 
Sejam A(2, 1, 3), B(m, 3, 5) e С(0, 4, 1) vértices de 
um triângulo (Figura 2.18). 


A 
a) Para que valor de m o triângulo ABC é retângulo 9 
em А? 
H С 


b) Calcular a medida da projeção do cateto AB sobre a В 
hipotenusa BC. 

c) Determinar o ponto H, pé da altura relativa ao vér- Figura 2.18 
tice A. 


d) Mostrar que AH 1 BC. 


Determinar o valor de k para que os vetores и = (-2,3) e y = (k, -4) sejam 
a) paralelos; b) ortogonais. 


-Obter os dois vetores unitários ortogonais a cada um dos vetores 


а)41-3) b) C2, 3) c) C1, -1) 
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46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


Determinar um par de vetores unitários e ortogonais entre si, em que um deles seja 
paralelo a v 26i + 8j. 

Determinar, aproximadamente, o ángulo entre os pares de vetores 

ауа-(2,1) ev -(4,-2) 

b) u- (1, -De v -(-4,-2) 

с) 0 = (1,1) еу-(-1,1) 

Dados os vetores u = i - i еу-2із i , determinar o módulo e o ángulo que os 
seguintes vetores formam com o vetor i: 

a) u 9) u+v e) v-u 

b) v d) u- v 

Determinar o valor de a para que seja 45 ° o ângulo entre os vetores ч = (2,1) е 
v = (1, а). 

Para сада um dos pares de vetores uev , encontrar o vetor projeção ortogonal de M 
sobre u e decompor y como soma de vi com v2, sendo vi lue v2lu. 

a) u=(1,0)e v = (4, 3) c) uz (4,3)e v = (1, 2) 

b) 0= (1, 1)e v =(2, 5) 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 
2) 


3) 


4) 
5) 
6) 
7) 
8) 
9) 
10) 
11) 
12) 
13) 
15) 


a) -2 b) 21 c) -4 4) 4 


5 
а= — 
8 


12 
3, 6, - ханы -—,1 
a)( 9) b)( 2575 ) 


(-6, 3, -9) 

(0,3,4) ou (0,3,-4) 

Q, 0, -1) 

х = (2, -3, 4) 

а) 7 b) 38 с)-4 d) -181 
-19 

200 e -200 

a) 0 b)2 c)-2 d)2 е)4 f)-4 
437 , 413 е7 

а) 37 b) 450 

-5 
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1 


ez ER 
21) (1,1, 42) ou (4,1, -J2) 
22) a) Dentre os э e (1, 1,-1) 


b) Um deles: E] $ 5) 


4 


A Ж 
23) 10610 


25) a) 120º b)150º 
26) 45? e 135º 
27) А = 50°57', B=571, € = 7222 


——) ou (0, - 


c) Um deles: (—= 


28) 0 ou -18 
29) 430 
3 
30) arc cos — = 49?6' 
421 
31) а)0 с)0 e)a? g) arc cos S = 54944! 
b)0 d) ау2 e ау3 f) (а?, а?, а?) һ) агс со$ Е ) =70°31' 


32) а = агс cos (sar В = arc cos c5 = 107 


ү =arc cos Gc = 65º 


33) а= (42, 1, -). 
34) Não, cos? 45?-cos? 60º+cos? 90º + 1 
35) (543, 0, 5) 


36) G - ,0) o 2 0) 
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37) 
38) 
39) 


40) 


41) 
42) 


43) 
44) 


45) 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


а = (-24/5, 0, -J5) 
a) (443, -4, 0) b) (0, 1, 43) 
(2, 1, 4) 

8 4 8 6 2 

put nie? Лай --,0,- 

Gre Eso 
di 35 2k 

- 1 2 O 41 
a) уз» E 3” V2 = ES 3 3) 


b) viz (1, 1,1) e V2 = (2, 0, -2) 
с) уз= (3,0, 0) e v5 = (0, 5, 4) 


d) vi =(0,0,0) (u e v são ortogonais) e va = y 


9 51 87 94 
а)т=3 b) 26726 DECUS 2) 
8 
а) 3 5)-6 
3 4 3 4 3 2 3 
oe Hu b (——,—=— мыл шке 
ые с ор, ST Xu Co 
1 1 1 1 
Sin e ЄС 
3 4 4 3 34. 4 3 
552010. 
а) агс сов (ess b) arc cos Сар = 108 
а) 4/2, 45° аа dos (oce олут 
45 
b) 45, arc cos Crane e) 45, arc cos = 
с) 3, 0º 
3 ou E 
3 | 
a) Vi= (4, 0), Va (0,3) IMA 62, $ 


b) vi -(2. DU 20-23 


с) 90º 


Produto 
Vetorial 


Preliminares 


Antes de definirmos produto vetorial de dois vetores u e v , faremos algumas considera- 
ções importantes: 


a) O produto vetorial é um vetor, ao contrário do produto escalar u.v que é um escalar 
(número real). 

b) Para simplicidade de cálculo do produto vetorial, faremos uso de determinantes. Um 
determinante de ordem 2 é definido como 


КЕ ХУ2 - Х,У, 
X5 Y2 
Por exemplo, 
3 2 
q | = 00-0 = 1548 = 23 


c) Algumas propriedades dos determinantes serão utilizadas nesta seção: 
сі) a permutação de duas linhas inverte o sinal do determinante. 
Em relação ao exemplo anterior, temos 
-4 5 
3 2 


сг) se duas linhas forem constituídas de elementos proporcionais, o determinante 6. 
zero (duas linhas iguais é um caso particular). 


= (42) - (3)(5) = -8 -15 = -23 
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No determinante a seguir, os elementos da segunda linha são o triplo dos elemen- 
tos da primeira: 


1 -2 
0 
3 -6 
c3) se uma das linhas for constituída de zeros, o determinante é zero. 
Por exemplo, 
57 
-0 
0 0 
d) Um determinante de ordem 3 pode ser dado por 
a b c - 
7, Xx, 7 Х 
Xi yi ares ri ОЕ Re RR у 1 У 
Ya 7 X3 72 Хо У2 


X2 Y2 22 
A expressáo da direita é conhecida como desenvolvimento do determinante pelo 
Teorema de Laplace aplicado à primeira linha. Notemos que os três determinantes de 
ordem 2 desta expressáo sáo obtidos a partir das duas últimas linhas, desprezando-se ne- 
las, pela ordem, a 12 coluna, a 22 coluna e a 32 coluna, trocando-se o sinal do determi- 
nante intermediário. 


Por exemplo, 

3 -2 4 

Ёла: бле | je | o p 12 
БН 122 -2 2 2v 

-2 1 
= (6-5)(3) - (2 +10)(-2) + (1+ 6)(-4) 
=3+24-28 
=1 

Observação 


Todas as propriedades dos determinantes acima citadas fizeram referência às linhas da 
matriz pelo fato de, no estudo do produto vetorial, haver menção somente a linhas. No 
entanto, estas propriedades valem também para as colunas. 


Definição do Produto Vetorial 
Chama-se produto vetorial de dois vetores 


— — — 


u=x;i+ у} +Z¡k € V=X>2 i+ yo ј + 2. k, tomados nesta ordem, e se representa 


por u Xv , ao vetor 
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O produto vetorial de u por v também é indicado por u ^ V elése*u vetorial у”. 
Observemos que a definicáo de u X v dada em (1) pode ser obtida do desenvolvimento 
segundo o Teorema de Laplace (item d das Preliminares) substituindo-se a, b e c pelos vetores 


unitários і, j e k , fato que sugere a notação 


O símbolo à direita de (2) não é um determinante, pois a primeira linha contém veto- 
res em vez de escalares. No entanto, usaremos esta notação pela facilidade de memoriza- 
ção que ela propicia no cálculo do produto vetorial. 


Exemplo 

Calcular u X v рага Ч =51 +4] +3k ev - ї + К, 

Solucáo | 

"e жаз ТІГЕ 

ОХУ = ZEE ds 1227 ME 
1 0 1 


-(4-0)1-(5-3)) + 0-4k 
24i -2j -4k 


Dispositivo prático para o cálculo de u x v 
Dispõe-se os dois vetores em linha, e repete-se pela ordem, as duas primeiras colunas. As 
trés componentes de u X v são dadas pelos três determinantes, conforme está indicado a 


seguir. A vantagem do dispositivo é que não se corre o risco de esquecer a troca de sinal 
do determinante intermediário. 
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Levando-se em conta as considerações feitas sobre as proprieda- 


des dos determinantes, concluímos de imediato que: Оху 
19) уха =-(uxv), isto é, os vetores y xue ux v são opostos 
(Figura 3.1), pois a troca de ordem dos vetores no produto vetorial 
u X v implica troca de sinal de todos os determinantes de ordem 2, 
ou seja, troca de sinal de todas as suas componentes. ОКС 
ухи =- (0х v) 


Por outro lado, como u X V ЖУ X u conclui-se que с o produto vetori- É 33 
- igura 3. 


al não é comutativo (ao contrário do produto escalar: u.v-v.u ). 
Portanto, no produto vetorial a ordem dos fatores é importante. 
29) и x y =0 se, e somente se, u п/у v , pois neste caso, todos os determinantes de ordem 2 
têm suas linhas constituídas por elementos proporcionais. 
Estão aí também incluídos os casos particulares: ` 
D ux u = 0 (determinantes de ordem 2 com linhas iguais) 
ID ux O = 0 (determinantes de ordem 2 com uma linha de zeros) 
Exemplos de produto vetorial de vetores paralelos: 


а) их(3:)-0 d (u- v)x G- u)=0 
b)Qu)x(7u)=0 e) Qu +3v)x(6u +9v) = 
c) (uxv)x(vxu) = 0 f)65u)x0 =0 


Sabemos que um vetor está bem definido quando conhecemos sua direção, seu senti- 


do e seu comprimento. A seguir passaremos a definir o vetor ч X v nocaso de u e v 
serem não-nulos e não-paralelos. 


Características do Vetor u x v 
Consideremos os vetores u = (Xx1,y1,21)€ v= (х2,У2:22). 


a) Direção de u x v 


_— A o e a am "Ra баруы ымды аа EUER 


| O vetor u X v é simultaneamente ortogonal a u e v 
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Tendo em vista que dois vetores são ortogonais quando o produto escalar deles é 


zero, basta mostrar que 
(uxv).u=0 e 


Temos, então 


(uxv.u = 


Х, 


(пху). v=0 


Уг 


Х| 7 Xi 
X, - y + 
1 1 
X5 2, X5 
21 
21 
72 


O (primeira e segunda linhas iguais). 


Logo, uX v éortogonala u ea v. 


De forma análoga, demonstra-se que (u Xv ). үе 0. 


Como o vetor v Х и tema mesma direção de uxv 
(apenas seus sentidos são opostos), também ele é ortogo- 


nal tanto a ч como” av. A Figura 3.2 apresenta os veto- 


resuxvevxu ortogonais ao plano x determinado 


- - 


poru ev. 


Exemplo 


Dados os vetores u= (3, 


i 
uxv=|3 
-2 
e 
(u x v) 


1,2)e v = (2, 2, 5), tem-se 


v).u=(1, 19, 8).(3, 1, 2)=3-19+16=0 
v).v-(L 19, 8).(-2, 2,5)=-2-38+40=0 


Yi 
Уг 


7 


=; 
х 
«| 


<J 
X= 


> > 
vxu 


Figura 3.2 
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b) Sentido de u x v 
O sentido de u х v poderá ser determinado utilizando-se a “regra da mão direita” 


(Figura 3.3(a)). Sendo 9 o ângulo entre uev , suponhamos que " (1? vetor) sofra uma 
rotação de ângulo Ө até coincidir com у. Se os dedos da mão direita forem dobrados na 


mesma direção da rotação, então o polegar estendido indicará o sentido de u X v. 


сы, 
uxv ЁС 
v 


el 


<4 


(a) (5) 


Figura 3.3 
A Figura 3.3 (b) mostra que o produto vetorial muda de sentido quando a ordem dos veto- 


res é invertida. Observemos que só será possível dobrar os dedos na direção de v para u se 
invertermos a posição da mão, quando então o dedo polegar estará apontando para baixo. 


Caso tenhamos dúvidas sobre o sentido de u X v , podemos associar estes dois veto- 


res a uma dupla de vetores unitários escolhidos entre i 5 n e k. Por exemplo, associando 


- 


uX v,com i X j etendo em vista que 


ijk 
ixj=|1 0 0/=(0,0, D=k 
0 1 0 
o sentido de К daria o sentido de u х у. Da mesma forma temos j 
j X k = i e k X і- 1 k 
Na Figura 3.4 apresentamos um dispositivo mnemônico para Ї T 
lembrar os seis produtos vetoriais possíveis com estes três vetores 5 


ГРД 


unitários que determinam o sistema cartesiano. Associando estes 
vetores a três pontos distintos de uma circunferência, e adotando o 


sentido anti-horário, o produto vetorial de dois vetores sucessivos Figura 3.4 
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quaisquer é o vetor seguinte. Assim, neste dispositivo temos imediatamente i X j = k 


(sentido anti-horário) e, conseqüentemente, | X i --К (sentido horário). 
A tabela de dupla entrada apresenta as seis possibilidades com produto vetorial não-nulo: 


- ES 


c) Comprimento de ux v 


Se Ө é o ángulo entre os vetores u e v não-nulos, então 


lu X v IzlullvisenG (3) 


Este resultado será imediato quando se conhece a Identidade de Lagrange: 


lux vi? = lu? Iv? - (u. v)? (4) 


Como 
2 y, 7 X, Z х, y à 
| xw | |1 LE 1 Ж 1 1 
у; % X Z2 X Y2 
Е 2 2 2 
= (уџ2)-у:21) + Gz5-x52,)^ t Guyo-X5y)) (5) 
e 
MEN (7 20 2 2 24/2 2 2 2 
lul^ lvl (u. у) = (хү - yp + 21)(5 * y5 +25) - (хх, + Y ¡Y2 2122) (6) 


a identidade (4) poderá ser verificada desenvolvendo-se os membros da direita de (5) e (6) 
e constatando sua igualdade (a cargo do leitor). 
Tendo em vista que 


u. v =lullvicos6 
a igualdade (4) pode ser escrita como 


lu x vP=IuPIvÊ-IuPIvP cos? Ө 
=luPIvÊ(I - cos? Ө) 
= luPIvP sen? Ө 
Extraindo as raízes quadradas e notando que sen Ө 2 0 (pois 0° € 0 € 180º), obtemos 
lu x у= lullvi беп Ө. 
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Interpretação Geométrica do Módulo do Produto 
Vetorial 

Observando que по paralelogramo determinado pelos 
vetores não-nulos u еу (Figura 3.5), a medida da 


base é lul e da altura é Iv | sen Ө, a área A deste pa- 
ralelogramo é 


A = (base) (altura) = lu 11У | sen Ө 
ou seja, 


E ту Figura 3.5 
| A=lu x vl (7) 


O resultado dado « em (7) poderá ser expresso por: “a área do paralelogramo deter- 


~ 
u 


minado pelos vetores u e v énumericamente igual ao comprimento do vetor оху” 
Vamos comprovar este resultado por meio de um exemplo particular tomatido: os 


vetores u=21 e v=3j . Temos, então 


=(0,0,6)=6k 


So mi 


lu x vl=6 
A Figura 3.6 mostra claramente que o paralelogramo 
determinado por u e v tem 6 u.a. (unidades de área) e o 


vetor u Xv tem бис. (unidades de comprimento). Quer 
dizer, numericamente estas medidas são iguais. 

Para encerrar o estudo do produto vetorial, as con- 
clusões finais: 
1) O produto vetorial não é associativo, isto é, em geral 


Figura 3.6 


(uXv)X w £u X(vXw) 
Basta considerar, por exemplo, 
(ixj)xj -kxj --i 
enquanto que 

1 xG Xj j)= x0=0 
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> + 


2) Para quaisquer vetores u, v, w eo escalar о, são válidas as propriedades 
D ux(v+w)=(uxv)+(uxw)e 
(и+у)х w 2(uXw)*(vXw) 
ID о(аху)-(ош)х v=u х (ау) 
Ш) u.(vxw)=(uxv).w 
As demonstrações destas propriedades, todas ligadas à aplicação da definição (1) e 


de propriedades dos determinantes além das citadas no texto, deixamos a cargo do leitor 
como desafio. ` 


Exemplos | 

1) Determinar o vetor х, га! дие x seja ortogonal ao eixo dos y e U=x Xx v, sendo 
u -(LL-De v = Q,-1, 1). 

Solução 

Como x L Oy, ele é da forma x = (x, 0, 2). 


Então, u= x X v equivale a 


& К 
0, 1, -1) =| X 0 Z 
2 11 


ou 
(1, 1, -1) = (2, -х + 22, -x). 
Pela condição de igualdade de dois vetores resulta o sistema 
2-1 
-Х + 22 = 1 
-X =-1 
cuja solução éx = lez=1. 
Portanto, x = (1,0, 1). 
2) Sejam os vetores u= (1, -1, -4) e v = (3, 2, -2). Determinar um vetor que seja 


a) ortogonal a uev; 

b) ortogonal a ue v e unitário; 

c) ortogonal a u e v etenha módulo 4; 

d) ortogonal a u e v etenha cota igual a 7. 
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Solução 

a) Sabe-se que o vetor u X v é simultaneamente ortogonal a u e v. Como multipli- 
car um vetor por um número real não altera a sua direção, todos os vetores do tipo 
о (а ху ), & € R, são também ortogonais а uev. Portanto, este problema tem infini- 
tas solucóes. 


- — - 


i j k 
uxv=|1 -1 -4|-(10,-10, 5) 
3 2 -2 


Logo, as infinitas soluções são 
a (10, -10, 5), «е R. 


Observação 
Se chamarmos de x = (x, y, 2) todos os vetores ortogonais a u e v, estas mesmas solu- 
ções seriam obtidas resolvendo-se o sistema: 


x.u =0 х-у-42-0 
| 0 ou Зх + 2у - 22 = 0 
b) A partir de uxv (ou de qualquer о (u X v), o + 0), obtém-se dois vetores unitários: 
- uXv (10,10,5) ,2 2 1 
Іш X vi 15 3 33 
е 
= = 2 2 1 
125-11-41--, =, -т 
2 1 m : 3) 


с) Para obter um vetor de módulo 4 que seja ortogonal a и e v , basta multiplicar por 4 


um vetor unitário: 


2 2 1 8 8 4 
4 y e. ул" y cL. 22-22% 
G 3 3) G 3 3) 
ou 


d) Dentre as infinitas soluções o(10, -10, 5) = (100, -100, 500, deseja-se aquela cuja cota 


7 
é 7. Então, 50 = 7, ou seja, A = 5 Logo, temos a solugáo 


2 (10, -10, 5) = (14, -14, 7). 


Эрэ 
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3) Seja um triângulo eqüilátero ABC de lado 10. Calcular ГАВ x ACI. 
Solução 
É uma aplicação direta da relação (3): 


ГАВ x ACI=IABIIACIsen À 
Como À = 60º (Figura 3.7), vem 


ГАВ х АС!- поо - 50453 . 


Observacáo Figura 3.7 
Este resultado representa a área do paralelogramo determinado pelos vetores AB e AC. 
Logo, a área do triángulo da figura é a metade, ou seja, 2543. 
4) Dados os vetores u= -(1,-1, бе y = = (2, -3, А); саїсшаг 
а) а área do paralelogramo determinado por ue у; 


b) a altura do paralelogramo relativa à base-definida pelo vetor ч. 


Solução | 
a) Sabemos de (7) que a área A é dada por 
A=lu x vl 
Como 
ij k 
=11 - 1|=(-1,-2, -1) 
2 -3 4 
tem-se 


- I1, -2, -1) = /1+4+1 = V6 u.a (unidades de área). 
b) A Figura 3.8 ilustra outra vez o significado geométrico 


de lu x v le indica a altura h que se pretende calcular. 
De 


A = (base)(altura) = lul. h 
vem 


A luxvl 


lu! lul 
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ou seja 


2246 X6 
Il, 3,2) (3 
5) Determinar a distáncia do ponto P(5, 1, 2) à reta r que passa por A (3, 1, 3) e B (4, -1, 1). 


= 42 u.c. (unidades de comprimento). 


Solução 
Seja d a distância do ponto P à reta r (Figura 3.9). Os vetores AB e AP determinam um 
paralelogramo cuja altura relativa à base AB é a distância d de Pa r. 

Logo, de acordo com o problema anterior, temos 


j- ABX АР! 
ГАВ! 
Como АВ -(1,-2,-2), АР-(2,0,-1)е 
ij К 
ABxAP-|1 -2 -2|=(2,3,4) 
2 0 4 


vem 


(2,3, 491] V44+9+16 429 
d= = =—— цс. 
а, -2, -2) 1 + 4 + 4 3 
6) Dados os vetores u = (2,1, -1)e v = (1, -1, a), calcular o valor de a para que a área 


do paralelogramo determinado por uev seja igual a 462. 


Solução 
A área A do paralelogramo é dada por 
A=lu Ху! 


Deseja-se que 


Іш x vi= 4/62 


Mas 
ij К 
uxv=|2 1 -1|=(а-1,-2а-1,-3) 
1-4 a 


Ka - 1, -2a - 1, -3) = 4/62 
ou 
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(а - 1)? + (2a - 1)?+ C3? - V62 


Elevando ambos os membros ao quadrado e ordenando os termos, vem 
а? -2а+ 1 + 4а? 444414 9-2 62 
5 д2 + 2а-51=0 
donde 
a=3 ou a= мг i 
| 5 
7) Dados os pontos A(2, 1, 1), B(3, -1, 0) e С(4, 2, -2), determinar 
a) a área do triângulo ABC; 
b) a altura do triángulo relativa ao vértice C. 
Solucáo 
a) À Figura 3.10 mostra que, a partir do triângulo ABC, é 


possível construir um paralelogramo ABDC, cuja área é 
o dobro da área do triángulo. 


Como o paralelogramo é determinado pelos vetores 
AB еАС, conclui-se que a área A do triângulo é 


1 Figura 3.10 
AA = 39B x ACI 
Mas | 
АВ-(1,-2,-), АС-(2,1-3) е 
ij E 
АВХАС=| 1 -2 -1|-(7,1,5) 
2 1 -3 
Logo, 


А, = 7,1,5) = (494142 -ү475-343на. 


b) A altura do triângulo indicada na figura é a mesma do paralelogramo de base AB. 
Como a área A do paralelogramo é 


A = (base) (altura) = b . b, vem 


А IABxACI 75 5 E 


43 
h= CE e xm 
b ГАВ! (,-2,44. 46 2 
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Uma Aplicação na Física 
O produto vetorial é uma importante ferramenta matemática utilizada na Física. Dentre 
algumas de suas aplicações pode-se citar о torque. 
O torque é uma grandeza vetorial, representado por t , e está relacionada com a pos- 
sibilidade de um corpo sofrer uma torção ou alterar seu movimento de rotação. 
A equação para o cálculo do torque é 
t=r ХЕ 


onde | r | é a distância do ponto de aplicação da força F ao eixo de rotação, ao qual o cor- 


po está vinculado. 


Lembrando o cálculo do módulo do produto vetorial visto em (3) tem-se 
It I=IrllFIsen6 3 


onde Ө é o ángulo entre г e F. 


Exemplo | 
Calcular o torque sobre a barra AB (Figura 3.11), A y 
onde AB = r = 2] (em metros), F-10i (em 

newtons) e o eixo de rotacáo é o eixo z. т 


my 
с 


ті 


Solução 
O vetor torque, para o caso desta figura, é 
dado por Figura 3.11 


=(01+2ј +0k)mx(10i+0j +0k)N 


At 


ou 
=(0i+0j -20k)mN 


as 


ou 
= (-20k )mN 


as 


A intensidade (módulo) do torque pode ser calculado por 


121= Ir [Fl sen Ө = (2m)(10N) (sen 90º) = 20mN 
ou por 


It1- 4(-20)? = 20mN 


Cap. 3 Produto Vetorial 87 


Observação 
Caso a força F seja invertida (Figura 3.12), isto é, 
Е--101 (em newtons), o torque é dado por 


T=(01+2) +0k)mx(-101+0j +0K)N 
ou 
T= QOk)mN. х 


Figura 3.12 


Problemas Propostos 
1) Seu sag j -2k, v =21+4ј - К ew =-1 +k, determinar 


a) lu x ul е) (U-v)x w Duxv+uxw 
b) Qv)x Gv) f(uxv)X w D(uxv). v 
с)(иху) + (хп)  g)ux(vxw) V (Uxv). ж 
d(uxv)x(vxu) Мах(уем) ) u.(vX w) 
2) Efetuar 
mE 9Gi).Qj) DG xj)xk 
b jxQi) 9Gi)xQj) DGxjoxj 
IG i)xQk) 8) 1.(1 xi) b) ix(Gxj) 
4) i.(j xk) h) j.G xk) )G xk).i 


3) Dados os 05 pontos AQ, 1, -1), BG, 0, 1) e CQ, -1, -3), determinar o ponto D tal que 
AD - BCxAC. 


4) Determinar o vetor x tal que x .(1, 4, -3) 2-7 e xx (4, -2, 1) = (3, 5, -2). 
5) Resolver os sistemas 


91Хх) =K ЭГЇхх(21-) +3k)=0 
x.(4i-2j +k)=10 х.(142) -2k)=12 
6) Dados os vetores u = (3, 1, 1), y= (4, 1,3)e w= (1, 2, 0), determinar x de modo 


quex Lwexxu=v. 
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7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


13) 
14) 


15) 


16) 


Levando em conta a Figura 3.13, calcular 
a) OF x OD d) EC x EA 

b) ACx FA e) OA. (OCxOE) 
с) АВхАС f) GB x AF 


Sejam os vetores u = (1, 2, D, v=(1,1, De w = 

(1, 0, -1). 

a) Utilizar o produto escalar para mostrar que os 
vetores sáo, dois a dois, ortogonais. 

b) Utilizar o produto vetorial para mostrar que o 
produto vetorial de quaisquer dois deles é paralelo ao terceiro vetor. 


Figura 3.13 


c) Mostrar que u х (у X w)20 

Determinar um vetor simultaneamente ortogonal aos vetores u«2vev-u , sendo 
u =(-3, 2, 0) e v = (0, -1, 2). 

Obter um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos A(2, 3, 1), B(1, -1, 1) е 
C(4, 1, -2). 


Dado E = (1, -2, 1), determinar vetores v2 e Уз de modo que os três sejam mutua- 
mente ortogonais. 


Dados os vetores u = (1,1,0) e v = (-1, 1, 2), determinar 
a) um vetor unitário simultaneamente ortogonal a ue T 
b) um vetor de módulo 5 simultaneamente ortogonal a uev. 


Determinar um vetor de módulo 2 ortogonal a u= (3,2,2)ea Y = (0, 1, 1). 
Com base na Figura 3.14, calcular 


a) IAB x ADI 
b) IBA x ВСІ 
c) IAB x DCI 
d) ТАВ x CDI 
e) IBD ХАСІ 
f) IBD x CDI 
Sendo lu l= 242,1vI24e45?0 ângulo entre u e v , calcular Figura 3.14 


a)i2u x vl b) 


2-2 qc 
—UX —v 
5 2 


Determinar u . v, sabendo que lu x vi2 12, lul z 13e v é unitário. 


Cap.3 Produto Vetorial 89 


17) Dados os vetores Ч =(3,-1,2)e у = (-2, 2, 1), calcular 
a) a área do paralelogramo determinado por u ev; 


b) a altura do paralelogramo relativa à base definida pelo vetor v. 

18) Mostrar que o quadrilátero ABCD de vértices A(4, 1, 2), B(5, 0, 1), Cc 1, 2, -2) 
e D (-2, 3, -1) é um paralelogramo e calcular sua área. 

19) Dois vértices consecutivos de um paralelogramo são А(2, -4, 0) e В(1, -3, -1) ео 
ponto médio das diagonais é M (3, 2, -2). Calcular a área do paralelogramo. 


20) Calcular o valor de m para que a área do paralelogramo determinado por u= (m, -3, 1) e 
v = (1, -2, 2) seja igual a 426. 


21) Sabendo que lu | = б, ly 1-4 e 30° o ángulo entre u ev, calcular 


- 


a) a área do triángulo determinado рог u e v ;- 


b) a área do paralelogramo determinado por ue С У y 


- 


с) a área do paralelogramo determinado por u + v eu - v. 
22) Calcular a área do paralelogramo determinado pelos vetores u e у, sabendo que 


suas diagonais são u +v= (-1,3,4)e u - v =(1,-1,2). 
23) Calcular a distância do ponto P(4, 3, 3) à reta que passa por A(1, 2, -1) e B(3, 1, 1). 
24) Calcular a área do triángulo ABC e a altura relativa ao lado BC, sendo dados 
a) ACA, 1, D, B(1, 0, D) e C(0, -1, 3) 
b) A(4, 2, 1), BA, 0, 1) e C(1, 2, 0) 
25) Encontrar um vetor ortogonal ao plano determinado pelos pontos P, Q e R e calcular 
a área do triángulo POR. 
a) P(3, 0, 0), Q(0, 3, 0), R(0, 0, 2) 
b) Р(2,3, 0), QU, 2, 1), RG, 0, 2) 
26) Calcular 2, sabendo-se que A (2, 0, 0), B(0, 2, 0) e С(0, 0, 2) são vértices de um tri- 
“ângulo de área 6. | 
27) Dados os pontos AQ, 1, -1) e B(0, 2, 1), determinar o ponto C do eixo Oy de modo 
que a área do triângulo ABC seja 1,5 u.a. 
28) Sabendo que os pontos A(4, 0, 0), B(0, 0, 2), С(0, 3, 0) e D(4, 3, -2) são coplanares, 
calcular a área do quadrilátero ABCD. 
29) Os pontos médios dos lados do triângulo ABC são М(0, 1, 3), N(3, -2, 2) e F(1, 0, 2). 
Determinar a área do triângulo ABC. 


Respostas de Problemas Propostos 

1) а)0 d) O 8) (6, -20, 1) po 
b) 0 e) C5, 0, -5) h) (8, -2, 13) К) 5 
c) 0 Ð C1, -23, -1) 1) (8, -2, 13) 1) 5 
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2) ә)-і е)0 i) 0 
b-2k 6k p-i 
c)-6j 20 к) 0 
d) 1 h) 0 Di 
3) D(4,-1,1) 
4) x=G,-1,2) 
5) a) x - (1, 3,0) b) x= = (4,2, -6) 
6) Não existe х pois u não é ortogonal a v. 
7) a) Ca? , -a?, a?) c) (0, 0, a?) ES 
b) (-а?, - a?, 0) d) (-a?, -a?, -a?) f) 0 


9) Um deles: (u + 2v ) x (V -u ) = (-12, -18, 9) 
10) Um deles: AB x АС = (12, 3, 10) 
11) Uma das infinitas soluções: vi = (1, -2, 1), уз = (1,1, D e v3=(-1, 0, 1) 


1 1 10101 

c ud Roc” 220800 
PRE DS, сар E 

Л E 5) 3 537 уз 

13) (0, V2, V2) ou (0,-/2, 42) 

14) a) 243 с)0 e) 443 
b) 243 d) O B 2/3 

15) а)16 ыг 

16) 5 ой-5 

17) а) 3410 b) 410 

18) 41122 

19) 2/74 

20) 00u2 

21) а)6 b) 12 c) 24 

22) 435 

23) Nes. 


3 
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2435 
24) а)/35 е 53 уе 
25) 210,23, cen е Y b)t(1,4,6), te В T 
:26) 4 ou -4 
27) C (0,1,0) ou С(0, 2.0 
28) 24/61 


29) 442 


Produto 
Misto 


Definição 


a; - 


Chama-se produto misto dos vetores uz x,i + yij + zik, V=X>21 жу;) %25К 


— - 


ем = хзі + узј + 23 К, tomados nesta ordem, ao número real ип. (v Ху). 


O produto misto de п, v e w também é indicado por (u , v, w ). 
Tendo em vista que 


- ээж - 


i j k 
> — Yo 7 х, 2,|- Хэ Ул» 
И лк E 25022048 
Уз Z3 Хз 23 хз Уз 
Хз Уз 23 
ует 
- => - у X, 7 y 
и. (УХ у) = ху q -Yı opis +2; dis 
Уз 73 X3 23 Хз Уз 


e, portanto, 


(1) 
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Exemplo 
Calcular o produto misto dos vetores uz2i« 3j + 5k, у =-1+ 3j + 3k e 


w -4i-3j «2k. 


Solução 
2 3 
vw = |1 3 3| = 27 
4 -3 2 


Propriedades do Produto Misto 
As propriedades do produto misto decorrem, em sua maioria, das propriedades dos deter- 
minantes. 
I) O produto misto (u 5 У EY ) muda de sinal ao trocarmos a posicáo de dois vetores. 
Em relação ao exemplo anterior onde (u 3 v 3 w ) = 27, teríamos 
(v,u,w)--27 (permuta de ue v) 


(w,v,u)=-27 (permuta de ue w) 
(u,w,v)=-27 (permuta de v e w) 
Se em qualquer um destes três últimos produtos efetuarmos nova permutação de 4018” 
vetores, o produto misto resultante volta a ser 27. 


- 


E o que acontece com (v , у ,u ) = 27, onde no primeiro deles permutamos u e w. 


Então, se em relação ao produto misto (u 5 Y ; w ) ocorrer 
a) uma permutação — haverá troca de sinal; 
b) duas permutações — não altera o valor. 
Resulta desta propriedade que os sinais . e x podem ser permutados, isto é, 


u.(vXw)z(uXv).w 


(аху). w= № .(uXv)z(w,u,v)-(u,v,w)-2u.(vXw) 


pois 


П) (u+rx, v,w)=(U,v,w)+(x,v,w) 
(u,v-x,w)-(u,v,w)-*(u,x,w) 
(u,v,w*x)-(u,v,w)-c*(u,v,x) 


Ш) (Gu,v,w)2(u,Qv,w)-(u,v,OQw)z-üQ(u,v,w) 
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IV) | (u,v,w )=0 se, e somente se, os três vetores forem coplanares. 


Admitindo-se que (u,v,w) = 0, ou seja, Su: 
u. (vxw) = 0, conclui-se que (vxw) 10. Por 
outro lado, no estudo do produto vetorial vimos que o 
vetor v X w 6 também ortogonal a vew. Assim 2 
sendo, como vXwé ortogonal aos trés vetores u : 
ve w, estes são coplanares (Figura 4.1). 

Reciprocamente, admitindo-se que u,vew Figura 4.1 


sejam coplanares, o vetor v Xw , por ser ortogonal a v ew , é também ortogonal ап. 
Ora, seu e v X w são ortogonais, o produto escalar deles é igual a zero, isto é, 
u.(vXw)z(u,v, w)=0 
Observação 
A equivalência da propriedade IV continua válida em situações particulares, tais como: 
a) se pelo menos um dos vetores é nulo (o determinante (1) é zero por ter uma fila de 
zeros e os três vetores são coplanares); 


b) se dois deles forem paralelos (o determinante (1) é zero por ter duas filas de elementos 
proporcionais ou iguais e os três vetores são coplanares). 


Exemplos 
1) Verificar se são coplanares os vetores u= (2,-1, 1), v= (1, 0, -De w= (2, -1, 4). 


Solução 
Como 
2 -1 1 
(1, у, м)=/1 0 -1|=3%0 
2 1 4 


os vetores náo sáo coplanares. 
2) Qual deve ser o valor de m para que os vetores и = (2, m, 0), v= (1, -1, 2) e 


w- (-1, 3, -1) sejam coplanares? 


Solução 


Para que u, v e w sejam coplanares deve-se ter 


- - — 


(u,v,w)=0 
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isto é, 
2 т 0 
1-1 2| = 0 
41 3 4 
ou 
2-2m-12+m=0 
e, portanto, 


m=-10 
3) Verificar se os pontos A(1, 2, 4), BC-1, 0, -2), C (0, 2, 2) e D(-2, 1, -3) estão no mesmo 
plano. 
Solucáo 
Os quatro pontos dados sáo coplanares se forem coplanares os vetores AB : AC e AD 
(Figura 4.2), e, para tanto, deve-se ter 
(AB,AC,AD)=0 


Como 
-2 -2 6 
(AB, AC, AD=|-1 0 -2|=0, 
-3 -1 4 Figura 4.2 


os pontos dados são coplanares. 


Interpretação Geométrica do Módulo do Produto 
Misto 


Geometricamente, o produto misto u . (v Xw )é 
igual, em módulo, ao volume do paralelepípe- 
do de arestas determinadas pelos vetores não- 


coplanaresu, v e w (Figura 4.3). 
A área da base do paralelepípedo é 
Iv Х wl. 
Seja 0 o ángulo entre os vetores u e 


vXw. Sendo v X w um vetor ortogonal à 
base, a altura será paralela a ele, e, portanto, 


h-lullcos8!- 


Figura 4.3 
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(É necessário considerar o valor absoluto Icos 0l, pois Ө pode ser um ángulo obtuso). 
Entáo, o volume V do paralelepípedo é 
V = (área da base) (altura) 


-1ү x wllullcos Ө! 
= Пау x wlcos 8l 
=lu .(vxw)l 
onde a última igualdade decorre da relação (2) do Produto Escalar. 
Portanto, 


| V=1(u,v,w)! | 


Exemplo 
Sejam os vetores u= (3, m, -2), у= (1,-1,0) e w= = (2, - -1, 2). Calcular o valor de m para 


“que o volume do paralelepípedo determinado por u, vew seja 16 u.v. (unidades de 
volume). 
Solução 
O volume do paralelepípedo é dado por 
V=l(u,v,w)| 
e, no caso presente, deve-se ter 
I(u,v,w)l- 16 


Sendo 
3 m 2 
(г, v wW=|1 1 0|=-2m-8 
2 1 2 
vem 
1-2m-81=16, 


que, pela definição de módulo, implica duas hipóteses: 
-2т-8-16 ой -2m-8=-16 
е, portanto, 


m=-12 ou m=4 
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Volume do Tetraedro 
Sejam A, B, C e D pontos não-coplanares. Portanto, os vetores AB ; AC e AD também 
sáo náo-coplanares. Em conseqüéncia, estes vetores determinam um paralelepípedo (Figu- 
ra 4.4) cujo volume é 
V -I(AB, AC, AD)IL 

Este paralelepípedo, por sua vez, pode ser repartido em 
dois prismas triangulares de mesmo tamanho (conforme figu- 
ra) e, portanto, o volume М; de cada prisma é a metade do 


Д 
-” 
5 


х 


volume У do paralelepípedo ( Vo = i V). LI. 


--.; 


Por outro lado, da Geometria Espacial sabemos que о "M 
prisma pode ser repartido em trés pirámides de mesmo volu- s: 
me, sendo uma delas o tetraedro ABCD. Assim, o volume 
V, do tetraedro é um terço do volume do prisma, isto é, Figura 4.4 

1 1,1 
V,= -V, --(-У) 
Ga Ra 


ou 


ou 


Exemplo 
Sejam А(1, 2, -1), B(5, 0, 1), CQ, -1, 1) e D(6, 1, -3) vértices de um tetraedro. Calcular 


a) o volume deste tetraedro; 
b) a altura do tetraedro relativa ao vértice D. 


Solução 
a) O volume do tetraedro é dado por 
V, == (AB, АС, AD) 
Mas 
4 2 2 
(AB, AC AD)=|1 -3 2|=36 
5 1 2 
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Portanto, o volume do tetraedro é 
1 
У, == .36 = би. 
6 T 


b) Observemos na Figura 4.4 que a altura do tetraedro traçada do vértice D é a própria 


altura do paralelepípedo de base determinada por AB e AC. Como o volume V do 
paralelepípedo é dado por 
V = (área da base) (altura) 


-1АВ x ACI.h 
tem-se 
В Ме 
ГАВ x АС! 
Мав, 


ыг 
1 


1 
АВХАС = |4 -2 2] = (2,-6,-10) 
1 


e, portanto, 
36 36 36 18 


һ=-—————=-————=-—=——пс. 
(2,-6,-10) /4%36-100 140 35 


Problemas Propostos 
1) Dados os vetores u = (3, -1, 1), v=(1, 2,2) е w = (2,0, -3), calcular 

a) (u, v, w) b) (w,u,v) 
2) Sabendo que (u,v,w)--5, calcular 

a)(w,v,u) b)(v,u,w) c)(w,u,v) d у. (мхи). 
3) Sabendo que u. (vxw)= 2, calcular 

a) и.(у ху) с) (vxw). u e) u. (2w ху) 

b) v.(wXu) d) (uxw). Gv) f (u+v).(uxw) 
4) Sabendo que (u, w,x)=2 e (У,м,х)-5, calcular 

a(u,x,-w) b)Qu,3w,-2x) JQU+4v,w,x) 0dD(Su-3v,2w,x) 
2-5) Verificar se são coplanares os vetores 
a) u=(1,-1,2), у= (2,2, De w = (2, 0, 4) 
b) u=(2,-1,3), у= Q, 1, 22e w =(7,-1,4) 


100 


6) 


7) 


8) 


9) 
10) 


11) 


12) 


13) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 


19) 
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Determinar o valor de k para que sejam coplanares os vetores 

а) и = (2, -1, k), v=(1,0,2)e w =(k,3,k) 

b)u-Q,k D, у-(1,2,Юе w = (3,0, -3) 

Verificar se sáo coplanares os pontos 

a) АС), 1, 0), B(-2, 1, -6), C(-1, 25 -1) eD(2, -1, -4) 

5) A(2, 1, 2), B(0, 1, -2), са, 0, -3) е DG, 1, -2) 

Para que valor de m os pontos A(m, 1, 2), B(2, -2, -3), С(5, -1, 1) e D(3, -2, -2) são 
coplanares? 

Qual o volume do cubo determinado pelos vetores i 3 j ek? 

Um paralelepípedo é determinado pelos vetores u= (3, -1, 4), v= on. 0, 1) е 


w= (-2, 1, 5). Calcular seu volume e a altura relativa à base definida pelos vetores uev. 
Calcular o valor de m para que o volume do paralelepípedo determinado pelos vetores 


vi= = (0, -1, 2), v= = (4, 2, -1) e Үз- (3, т, 2) зээ igual a 33. Calcular a altura 


deste paralelepípedo relativa à base definida por vi e va. 

O ponto АГ, -2, 3) é um dos vértices de um paralelepípedo e os trés vértices adja- 
centes são B(2, -1, -4), С(0, 2, 0) e D(-1, т, 1). Determinar o valor de т para que о 
volume deste paralelepípedo seja igual ao 20 u.v. (unidades de volume). 

Dados os pontos AQ, 1, 1), В(-1, 0, 1) e C(3, 2, -2), determinar о ponto D do eixo Oz 


para que o volume do paralelepípedo determinado por AB, AC e AD seja 25u. v. 
Representar graficamente o tetraedro ABCD e calcular seu volume, sendo A(1, 1, 0), 
B(6, 4, 1), C2, 5, 0) е D(0, 3, 3). 

Calcular o volume do tetraedro de base ABC e vértice P, sendo A (2, 0, 0), B (2, 4, 0), 
C(0, 3, 0 e PQ, -2, 9). Qual a altura do tetraedro relativa ao vértice P? 


Sabendo que os vetores AB- (2, 1, -4), AC- (m, -1, 3) e AD - (-3, 1, -2) determi- 
nam um tetraedro de volume 3, calcular o valor de m. 

Três vértices de um tetraedro de volume 6 são A(-2, 4, -1), B(-3,2, 3) e C(1, 2, -1). 
Determinar o quarto vértice D, sabendo que ele pertence ao eixo Oy. 

Calcular a distância do ponto D(2, 5, 2) ao plano determinado pelos pontos A(3, 0, 0), 
B(0, -3, 0) e C(0, 0, 3). 

Sendo lul=3, Ivl=4 е 120%0 ângulo entre os vetores u ev, calcular 

a) | Ta v | c)o volume do paralelepípedo determinado 
= бен рога Ху, uev. 

b)lu x(v-u)l 


20) Determinar m e n para que se tenha 
a) (m,n, 2).(4, -1,3) 2 2 


b) (т, n, 2) X (4, -1, 3) = (8, -1, -11) 
с) (m,n, 2) .((3, 1,2) x (0, 1, -1) 29 


Respostas de Problemas Propostos 


1) a)-29 b) -29 
2) а)5 Б) 5 с) -5 
3) a) 2 b) 2 с) 2 
4) a)2 b) -36 c) 24 
5) a) Náo b) Sim 
6) а)6 b) 2 ou -3 
7) a) Sim b) Não 
8) m=4 
9) 1 
17 
10) 17е X50 
17 33 
11) 4 4 ou т 1 eh Б 
12) 6 ou 2 
13) D(0,0,-10) ou D(0,0, 15) 
14) Е u.v. 
2 


15) 12u.v. е 9ucc. 


16) т= 5 ou Hs ve 


2 
17) D(0,2,0) ou D(0, -4, 0) 
4 
18) —u.c. 
43 


19) а) 413 b) 643 


20) a)n=4m+8 bm=3 e nz2 
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d) -5 
d) -6 e) -4 f) -2 
d) -10 


c) 108 u.v. 
с)п=т+1 


A Reta 


Equação Vetorial da Reta 

Consideremos um ponto A(x,,Y,,Z/) e um vetor não- 
nulo v = (a, b, c). Só existe uma reta r que passa por A e 
tem a direcáo dev. Um ponto P(x, y, z) pertence a r se, 


e somente se, o vetor AP é paralelo a v (Figura 5.1), 
isto é, 


AP-tv (1) 
para algum real t. 
De (1), vem Figura 5.1 
P-A=tv 
ou 
P=A+tv (2) 
ou, em coordenadas 
(x, У, 23-(х1,У1,21) + Қа, b, c) (3) 
Qualquer uma das equações (1), (2) ou (3) é denominada equação vetorial de r. 
O vetor v é chamado vetor diretor da reta r e t é denominado parâmetro. 
Exemplo 


A reta г que passa por А(1, -1, 4) e tem a direção de v= (2, 3, 2), tem equação vetorial, de 
acordo com (3): 
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г: (x, у, 2) = (1, -1, 4) + t(2, 3, 2) (4) 
onde (x, y, 2) representa um ponto qualquer де г. 
Se desejarmos obter pontos de r, basta atribuir valores para t. Por exemplo, 
рага {= 1, obtém-se (x, y, 2) = (1, -1, 4) + 12, 3, 2) = (1, -1, 4) + (2, 3, 2) = (3, 2, 6) 
e, portanto, Pj (3, 2, 6) e г. 
De forma análoga, 
para t=2, obtém-se (x, y, z) = (1, -1, 4) + 2(2, 3, 2) = (5, 5, 8) 
e, portanto, Р, (5, 5, 8) є г; 
para t=3, obtém-se o ponto Р, (7, 8, 10); 
para t=0, obtém-se o próprio ponto A(1, -1, 4); 
para t=-1, obtém-se o ponto P, (-1, -4, 2); 
e assim por diante. Se t assumir todos os valores reais, teremos todos os infinitos pontos da 
reta. 
A Figura 5.2 mostra os pontos obtidos com seus correspondentes parámetros. 


De acordo com 
P=A+t y 
tem-se 
= А + (1)v 


e 


Р,= А+ (2)v 
Р,= А + (3) у 
hanc y P,2 А + (1)v 
1 A 2 A (0)v 


ЕЕЕ 


Figura 5.2 


Observações 
a) Vimos que a cada real t corresponde um ponto Р є r. A recíproca também é verdadeira, isto 
é, a cada P € г corresponde um número real t. Por exemplo, sabe-se que o ponto Р(5, 5, 8) 
pertence à reta 
r:(x,y, 2) = (1, -1, 4) + t2, 3, 2) 
Logo, o ponto (5, 5, 8) é um particular (x, y, z) na equação (4) e, portanto, é verda- 
deira a afirmação 
(5, 5, 8) = (1, -1, 4) + (2,3,2), para algum real t. 
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Desta igualdade, vem 

(5,5, 8) - (1, -1, 4) = (2, 3, 2) 
ou 

(4, 6, 4) = (2,3,2) 
e, portanto, t = 2. 

b) A equação (4) não é a única equação vetorial de r. Existem, na verdade, infinitas, pois 
basta tomar outro ponto de r (em vez de A) ou outro qualquer vetor não-nulo que seja 
múltiplo de v. Por exemplo, a equação 

(x, У, 7) = (1, -1, 4) + t(4, 6, 4) 
é outra equação vetorial de r onde se utilizou o vetor 2ү- (4, 6, 4) como vetor diretor 
em vez de v = (2, 3, 2). | 


Equações Paramétricas da Reta 
Da equação vetorial da reta 
(х, y, 2) = (Xy, yi Zi) + Қа, b, с) 
ou ainda 
(х, у, 2) = (xy at, ур+ bt, 2+ ct), 
pela condição de igualdade, obtém-se 


As equações (5) são chamadas equações paramétricas da reta. 


Exemplos 


1) Aretar que passa pelo ponto A(3, -4, 2) e é paralela ao vetor у= (2, 1, -3), de acordo 
com (5), tem equações paramétricas 


x=3+2t 
г: у= -4+1 
>= 2-31 


2) Dado o ponto А(2, 3, -4) ео vetor у= (1, -2, 3), pede-se: 


a) Escrever equações paramétricas da reta г que passa por А e tem a direção de v. 
b) Encontrar os dois pontos B e C de г de parámetros t = 1 et = 4, respectivamente. 
c) Determinar o ponto de r cuja abscissa é 4. 

d) Verificar se os pontos D(4, -1, 2) e E(5, -4, 3) pertencem a r. 

e) Deterrninar para que valores de m e n o ponto F(m, 5, n) pertence a r. 
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f) Escrever outros dois sistemas de equações paramétricas de r. 
g) Escrever equações paramétricas da reta s que passa por G(5, 2, -4) e é paralela ат. 
h) Escrever equações paramétricas da reta t que passa por A e é paralela ao eixo dos y. 


Soluções 
a) De acordo com (5) temos imediatamente: 


x=2+t 
r4 y=3-2t 
z="4+3 


b) Das equações acima tem-se: 


x=2+(1)=3 

para t = 1 vem у=3-2(1)=1 -. В(3,1,-1) єг 
2= -4 + 3(1) =-1 
х=2 + (4) =6 

parat=4vem 4у= 3 - 2(4) = -5 ^ C(6,-5,8) er 
z=4+34)=8 


c) Como o ponto tem abscissa 4 (x = 4), temos 
4-2-1 (1º equação de r) e, portanto, t = 2. 
Como 
_ y =3-2(2)=-1 
EET Ee 
o ponto procurado é (4, -1, 2). 
d) Um ponto pertence à reta r se existe um real t que satisfaz as equações de r. 
Para D(4, -1, 2) as equações 


4 -2-1 
-1=3-2t 
2 =-4+3t 


se verificam para t=2 e, portanto, D e r. 
Para Е(5, -4, -3) as equações 


5 =2+t 
-4 =3 -2t 
-3 =-4 + 31 


não são satisfeitas para о mesmo valor de t (t = 3 satisfaz a primeira equação mas não 
as duas outras). Logo, E e r. 
e) Como F e r, as equações 
m=2+t 
5=3-2t 
n=-4+3t se verificam para algum real t. 
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Da equação 5 = 3 - 2t, vem t = -1 e, portanto, 
mz2-4(1)21: 
п--4-3(-1)--7 
f) Tomando o ponto B(3, 1, -1) e r (item c) ёо vetor diretor 
2v =2(1, -2, 3) = (2, -4, 6) tem-se 


x=3+2t 
т: 4у= 1-4 
2=-1 +61 


Рага o ponto C(6, -5, 8) ео vetor diretor - у= (-1, 2, -3), tem-se 
x=6-t 
r: р =-5+2 
z=8-3t 


g) Como s // r, os vetores diretores de s são os mesmos de r. Para v = (1, -2, 3), tem-se 


Х-541 
8:4у-2-2 
z=4+3t 


h) Como a reta t é paralela ao eixo dos y, um de seus vetores diretores é j =(0, 1, 0). Então, 
x=2+0.t=2 
2 
z=-4+0.t=-4 


Reta Definida por Dois Pontos 


A reta definida pelos pontos A e B é a reta que passa por A (ou B) e tem a diregáo do vetor 
v =AB.. 


Exemplo 
Escrever equações paramétricas da reta т que passa por AQ, -1, -2) e B(1, 2, 4). 
Solução 
Escolhendo o ponto A e o vetor v = AB =B- A = (-2, 3, 6), tem-se 
x23-2t 
r:i3y= -1 + 31 


z=-2+6t 
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Equações Paramétricas de um Segmento de Reta 
Consideremos a reta r do exemplo anterior e 
nela o segmento AB (origem À e extremidade A B r 
B) (Figura 5.3). 
As equações байран do segmento Figura 5.3 

АВ são as mesmas da reta r, porém, com 0 € t < 1, isto é, 

x=3-2t 

AB:4 y=1+3t 
2--2- бі, te (0, 1] 


Observemos que 
para t = 0, obtém-se o ponto A, 
para t = 1, obtém-se o ponto B, 
e para t entre Ое 1, obtém-se os pontos entre A e B. 
Se considerássemos o segmento BA, a fim de manter o mesmo intervalo de variação 


de t, para ponto tomaríamos o B e para vetor diretor BA -A-B- (2, -3, -6). Então, 
x=1+2t 
BA:4yz2-3t 
z=4-6t, te [0,1] 
Notemos que as equações vetoriais dos segmentos AB e BA com 05151, são 


Р=А + (В - A) ёс. P=B+t(A - В), 
respectivamente, onde P(x, y, z) representa um ponto qualquer do segmento. 


Observacáo 

Aequação P=A+t(B-A) 

também pode ser expressa de modo equivalente por 
P=tB+(1-tA 


Equações Simétricas da Reta 
Das equações paramétricas 


X= Xx, +at у= y; + bt z-2z c 
supondo abc + 0, vem 
X-X - 2-7 
t= ----Е tz I MI t2 > 
a b c 


Como para cada ponto da reta corresponde um só valor para t, obtemos as igualdades 


X-X _ у-у 2-2 
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As equações (6) são denominadas equagóes simétricas da reta que passa pelo ponto 


A(X], yj. Zj) e tem a direção do vetor v- (a, b, c). 


Exemplo 
- А reta que passa pelo ponto АСЗ, 0, -5) e tem a direção do vetor у = (2, 2, -1), tem equa- 
ções simétricas 
х-3 у 2+5 
2 2 -1 
Se desejarmos obter outros pontos da reta, basta atribuir um valor qualquer a uma 
das variáveis. Por exemplo, para x = 5, tem-se 
m MEME 
2 > — 
ondey 22 e z= -6 e, portanto, o ponto (5, 2, -6) pertence à reta. 


Equações Reduzidas da Reta 

Em vez de realizar um tratamento genérico, tomaremos um caso particular. 
Seja a reta r definida pelo ponto A(2, -4, -3) e pelo vetor diretor v- (1, 2, -3) e ex- 

pressa pelas equações simétricas 

Қы, ny cb mo >+3 


r: 


(7) 
1 2 -3 
A partir destas equações pode-se expressar duas variáveis em função da terceira. 
Isolando, primeiramente, as variáveis y e z e expressando-as em função de x, obtém-se 


x-2 | у+4 x-2 2 + 3 
A M = т 
Қу + 4) = Ax - 2) Kz + 3) = -Хх - 2) 
y+4 = 2х - 4 2+3 = Зх + 6 
у = 2х - 8 2 = -3x + 3 (8) 


Estas duas últimas equações são equações reduzidas da reta г, па variável х. 


Observações 
a) É fácil verificar que todo ponto P e r é do tipo P(x, 2x - 8, -3x + 3), onde x pode as- 
sumir um valor qualquer. Por exemplo, para x = 3 tem-se o ponto Р, (3, -2, -6) є r. 


b) Equações reduzidas na variável x serão sempre da forma 
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c) Com procedimento idêntico; a partir das equações (7), pode-se obter as equações 


х=—у+4 
2 у 
7- Sy - 9 (equações reduzidas na variável y) 
ou 


хо 1 
3 


y= 4 z - 6 (equações reduzidas na variável z) 


d) A reta r das equações (7) pode ser representada pelas equações paramétricas 
x=2+t 
b =-4 + 21 
z=-3 - 3t 
Da primeira equação obtém-se t = x - 2 que, substituindo nas outras duas as trans- 
forma em 
у= -4 + 2(x - 2) = 2х - 8 
2= -3 - 3(x - 2) =-3x + 3 
que são as equações reduzidas de (8). 
e) Para encontrar um vetor diretor da reta 
.fys22x-8 
' Lz=-3x+3 
uma das formas é determinar dois pontos A e B de r e, posteriormente, encontrar o ve- 


tor AB =B - A. Por exemplo, 
para x = 0, obtém-se o ponto А(0, -8, 3) e 
para x = 1, obtém-se o ponto B(1, -6, 0). 
Logo, АВ = (1, 2, -3) é um vetor diretor de r. 
Outra maneira seria isolar a variável x nas duas equações, obtendo-se desse modo 
equações simétricas de r: 
х _ NES _ 7-3 


r 


La -3 
onde a leitura do vetor diretor (1, 2, -3) é imediata. 


Retas Paralelas aos Planos Coordenados 
Uma reta é paralela a um dos planos хОу, xOz ou yOz se seus vetores diretores forem 
paralelos ao correspondente plano. Neste caso, uma das componentes do vetor é nula. 
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A Figura 5.4 mostra a reta г (т // хОу) que passa pelo ponto A(-1, 2, 4) e tem vetor 
diretor v = (2,3, 0) (a 3º componente é nula porque у // хОу). 


Figura 5.4 


Um sistema de equações paramétricas de r é 


x=1+2t 
y=2+3t 
7-4 


Observação 
Como todos os pontos de r são do tipo (x, y, 4), isto é, são pontos de cota 4, todos eles 
distam 4 unidades do plano хОу e por isso г // хОу. Por outro lado, sendo Р(х}, у, 4) e 


Р, (x5, Y2, 4) pontos distintos de r, o vetor diretor PP, = (X2-X]; Y2-y¡» 0) sempre 


terá a 3* componente nula. 
Comentário idêntico faríamos para os casos de uma reta ser paralela aos outros dois 
planos. 
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A Figura 5.5 mostra a reta г que passa por А(1, 5, 3) e é paralela ao vetor y = (-1, 0, 2) 
e, portanto, 


x=1-t 
г:{у=5 
2-3-% 


2 


Ғіриға 5.5 


Retas Paralelas aos Eixos Coordenados 
Uma reta é paralela a um dos eixos Ox, Oy ou Oz se seus vetores diretores forem paralelos 


ai= (1,0,0) ооа j = (0, 1, 0) ой а k= (0, 0, 1). Neste caso, duas das componentes do 
vetor são nulas. 

Exemplo 

Seja a reta r que passa por A(2, 3, 4) e tem a direção do vetor У = (0, 0, 3). Como a dire- 


ção de v é a mesma dek , pois v=3k ‚ areta т é paralela ao eixo Oz (Figura 5.6). 
A reta r pode ser representada pelas equações 


x22 
y=3 
z=4+3t 
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Figura 5.6 
Para o caso particular da reta ser paralela a um eixo coordenado, costuma-se fazer 
uma simplificação, expressando as equações só pelas constantes. Para o caso particular 
acima, diz-se que as equações de r são 
x=2 
2 
subentendendo-se z variável livre que assume todos os valores reais. Na verdade, todos os 
pontos de r são do tipo (2, 3, z) e as coordenadas constantes identificam perfeitamente a 
reta. 
As Figuras 5.7 е 5.8 apresentam retas que passam por A(x,, y,,Z,) e são paralelas 
aos eixos Oy e Ox, respectivamente. Logo, suas equações, já na forma simplificada, são 


X=X - У= у 
е : 
Z= Z] Z= 1) , respectivamente. 


Figura 5.7 Figura 5.8 
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Observação 
Os eixos Ox, Oy e Oz são retas particulares. Todas passam pela origem О(0, 0, 0) e têm a 


direção de Т, ў ou k, respectivamente. Logo suas equações são: 
y=0 E =0 p =0 
z=0, 2-0 e У-0, nesta ordem. 


Ângulo de Duas Retas 


Sejam as retas тү е г; com as direções de vı e v2, 
respectivamente (Figura 5.9). 

Chama-se ângulo de duas retas т, е ту o me- 
nor ângulo de um vetor diretor de r, e de um vetor 


diretor der, . Logo, sendo Ө este ângulo, tem-se 


lvi . val az 
со80- —=————,сот0<0<— 
| vi 1 val 2 
Figura 5.9 
Exemplo 
Calcular o ângulo entre as retas 
ud x +2 y -3 Z 
n:4y=t e тә: 5 = 747 = Л 
z=-1-2t E 
Solução 


Os vetores que definem as direções das retas г е г; são, respectivamente, 


v¡=(1,1,-2)e v =(2,1,1) 


Pela fórmula (9): 
У.У 1,1,-2).(-2,1,1 
хайс Liga DN | 4, 1-2) .(2,1,D| 
Ivillval 41241? «(2 4C2)? +12 +12 
Шек. 5:2 3 
cos Ө= | | аа | шаг 


Л 144444141 66 6 2 


Logo, 
Ө = arc cos 22) = E rad = 60º 
2 3 
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Retas Ortogonais 


Sejam as retas г, e г; com as direções de vı ev» , respecti- 
vamente. 
Entáo, 


nlr © У1.У2-0 


Observacáo Figura 5.10 
Duas retas ortogonais podem ser concorrentes ou não. Na Figura 5.10, as retas г e Г; são 
ortogonais a г. Porém, г; е г são concorrentes. Neste caso, diz-se que são perpendiculares. 


Exemplo 
As retas 
x=3-2t 
it р =-2х +1 е n:iy-4-4t | são ortogonais. 
2-4х жаз 


Na verdade, sendo vi =(1,-2,4)e у» = (-2, 1, 1) vetores diretores de r, e г; е 


vi. V2 = 162) - (0) + 4(1) = 0, 
as retas г е г; são ortogonais. 


Reta Ortogonal a Duas Retas 

Sejam as retas г e г; náo-paralelas, com as direções de vi e v2 , respectivamente. Toda 
reta г ao mesmo tempo ortogonal а г, e г; terá a direção de um vetor v tal que 

v. vi=0 

v. V2 20 | (10) 


Em vez de tomarmos um vetor v 0 como uma solução particular do sistema (10), 
poderíamos utilizar o produto vetorial (Capítulo 3), isto é, 


- 


Уш УХ У2 


Definido um vetor diretor, а reta г estará determinada quando for conhecido um de 
seus pontos. 
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Exemplo 
Determinar equações paramétricas da reta r que passa pelo ponto A(3, 4, -1) e é ortogonal 
às retas 


x=5 
г: (х, y, 2) = (0, 0, 1) + (0, 3, -4) e р: 
z-l-t 


Solucáo 
As direções de т, e г; são definidas pelos vetores vi = (2, 3, -4 e v2 = (0, 1, -1). Então 
a reta r tem a direção do vetor 


=- —> - 


ij k 
vàiXv22|2 3 -4|-(1,2,2) 
014 


Logo, tem-se 
x=3+t 
г:4у=4+ 21 
2=-1 + 21 
Interseção de Duas Retas 
Exemplos 


Verificar se as retas үү e г; são concorrentes e, em caso afirmativo, determinar o ponto de 
interseção: 


1) x=3+h х= 5 + 31 
у: 5 y=1+2h е гу: у= -3 - 21 
2-2-Һ z=4+t 
2) 2227 Х-4 
15 | хєх e гу: 5У-4-% 
z=2+2t 
3) ‚ [y=-3x+2 
us 7-2Х-5 e ту: х+2_у-1_7 
2 - 4 
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Solução 

Se existe um ponto I(x, y, 2) comum às duas retas, suas coordenadas verificam todas as 
equações de г е г, isto é, o ponto I é solução única do sistema formado pelas equações 
das duas retas. 

1) Igualando as expressões em x, y e z nas equações de r, e Го, tem-se 


3+ h =5+3t h - 3t= 2 
1+2h =-3 - 2t ou 2h + 2t = -4 
2- h=4+t -h - t= 2 


sistema cuja solução é h = t = -1. Substituindo h = -1 nas equações de r, obtém-se 
.x=3+(-1)=2 y=1+2(-1)=-1 z=2-(-1)=3 
Portanto, o ponto de interseção é I(2, -1, 3). 
O mesmo ponto seria obtido substituindo-se t = -1 nas equações de го. 
2) Substituindo x, y e z das equações de г; nas equações de гу, resulta o sistema 
4- tz-2t-3 
2-21- t 
Da primeira equação obtemos t = -7 e da segunda t = -2. Como o sistema não tem 
solução, não existe ponto de interseção, isto é, as retas г, e г, não são concorrentes. 


3) Observando que v¡= (1, -3, 2) e v2 = (2, -6, 4) são vetores diretores de г er», respec- 
tivamente, e que уз = 2vi, conclui-se que as retas são paralelas e náo-coincidentes 
(basta ver que o ponto А (0, 2, -5) e це A, € r). Fica a cargo do leitor buscar a so- 


lução do sistema constituído pelas equações de r, e r, para concluir da não-existência 
do ponto de interseção. 


Observações 

a) Se duas retas, como no exemplo (1), se interceptam, elas são coplanares, isto é, estão 
situadas no mesmo plano (Figura 5.11). Também são coplanares as retas paralelas do 
exemplo (3) (Figura 5.12). 


Figura 5.11 ў Figura 5.12 
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b) Se duas retas não são coplanares, elas são ditas rever- 
sas. É o caso do exemplo (2) (Figura 5.13), pois as 
retas além de não concorrentes são não-paralelas, e, 
portanto, não-coplanares. 


Figura 5.13 
Problemas Propostos 
1) Determinar uma equação vetorial da reta r definida pelos pontos A(2, -3, 4) e B(1, -1, 2) e 
verificar se os pontos с , -4, 5) е D(-1, 3, 4) pertencem a r. 


2) Dada a retar : (x, y, Z) = El, 2, 3) + t(2, -3, 0), escrever equações paramétricas de т. 

3) Escrever equações paramétricas da reta que passa por А(1, 2, 3) e é paralela à reta 
г: (X, y, 2) = (1, 4, 3) + (0, 0, 1). 

4) Dada a reta 


x=2+t 
r f =3-t 
z = -4 + 2t , determinar o ponto de r tal que 
a) a ordenada seja 6; 
b) a abscissa seja igual à ordenada; 
c) a cota seja o quádruplo da abscissa. 
5) A reta r passa pelo ponto A(4,-3,-2) e é paralela à reta 
х-1-3 
8:4у-2-4 
z=3-t. SeP(m,n,-5)e г, determinar m e n. 
Determinar equações paramétricas da reta que passa pelos pontos A e B nos seguintes 
casos: 

a) А(1, -1, 2) e B(2, 1,0) 5) AG, 1,4) e B(3,-2,2) 
с) А(1,2,3) e B(1, 3, 2) d) A(0,0,0) e B(0,1,0) 
7) Com base na Figura 5.14, escrever equações paramétricas 
da reta por 
a) AeB 
b) CeD. 
c) AeD 
d) BeC 
e) DeE 
f) BeD 


6) 


7 


Figura 5.14 
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8) O ponto P(m, 1, n) pertence à reta que passa por A(3, -1, 4) e B(4, -3, -1). Determi- 
nar P. 

9) Seja o triángulo de vértices A(-1, 4, -2), B(3, -3, 6) e С(2, -1, 4). Escrever equações 
paramétricas da reta que passa pelo ponto médio do lado AB e pelo vértice oposto С. 

10) Os pontos M, (2, -1, 3), М, (1, -3, 0) е М, (2, 1, -5) são pontos médios dos lados de 
um triângulo ABC. Obter equações paramétricas da reta que contém o lado cujo 
ponto médio é M,. 

11) Os vértices de um triângulo são os pontos A(-1, 1, 3), B(2, 1, 4) e C(3, -1, -1). Obter 
equações paramétricas dos lados AB, AC e BC, e da reta r que contém a mediana re- 
lativa ao vértice B. 

12) Verificar se os pontos P (5, -5, 6) e Р, (4, -1, 12) pertencem à reta 
F x-3 _ y+1 _ 7-2 


-1 2. 2 
13) Determinar o ponto da reta г: - : = ёс - 1 que possui 
a) abscissa 5; 
b) ordenada 2. 
14) Obter o ponto de abscissa 1 da reta г: ыг = = =Z + 4 e encontrar um 


vetor diretor de r que tenha ordenada 2. 
15) Obter equações reduzidas na variável x, da reta 
a) que passa рог A(4, 0, -3) e tema direção de v = (2, 4, 5); 
b) pelos pontos A(1, -2, 3) e B(3,-1,-1); 
c) pelos pontos A(-1,2,3) e B(2,-1, 3); 
d) dada por Х-2-1 
| =3t 
z-4t-5 
16) Escrever equações reduzidas na variável z da reta que passa por A(-1, 6, 3) e B(2, 2, 1). 
17) Na reta Jy=2x+3 
de z=x-1, determinar o ponto de 
a) ordenada igual a 9; 
b) abscissa igual ao dobro da cota; 
c) ordenada igual ao triplo da cota. 
18) Representar graficamente as retas de equações 
a) (x=1-t b) |у--х с) х=у=7 d) y=2x 
feia 2-3 жх uc. 
{2=2 +1 


е) E 9122) g) (12 h) | 
2-2х z=-1 у= -4 2-2 
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19) Determinar equações paramétricas e representar graficamente a reta que passa por 
a) АСЗ, -2, 4) e é paralela ao eixo dos x; 
b) AQ, 2, 4) e é perpendicular ao plano xOz; 
c) A(-2,3,4) e é ortogonal ao mesmo tempo aos eixos dos x e dos y; 
d) A(4, -1, 3) e tema direção de 3 ï -2j ; 
e) A(3, -1,3) е В(3, 3, 4). 
20) Escrever equações paramétricas das retas que passam pelo ponto A(4, -5, 3) e são, 
respectivamente, paralelas aos eixos Ox, Oy e Oz. 
21) Determinar o ángulo entre as seguintes retas: 


a) Х--2-1 X у+ б 2-1 
: E e т): = = = — 
ц: ус! 2 1 1 
2-3-% 
b 
) ? y=-2x+3 | ® +1. 
rn: NC e G:y= Ч іх- 4 


с) x=1+ 2t 


п =t P T 
2-5-% 
d) x=1 
= е г) y z-2 
ў Ё 4 3 
22) Determinar o valor де п para que seja de 30° o ângulo entre as retas 
.X-2_ qe . [у=пх+5 
Ma ie osa e г) |с 
у=пх-1 . 
0 n: ] уох e r, : eixo Oy 
23) Sabendo que as retas г е г, são ortogonais, determinar o valor de m para os casos: 
| a.  ({x=2y-1 
а) 1:4 y=1+3t е ту: 2=-у+4 
zz-4t 


y=mx+3 | 
b)n: 12-х-1 e ту: reta por A(1, 0, m) e В(-2, 2m, 2m) 
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24) Encontrar equações paramétricas da reta que passa por A e é simultaneamente orto- 
gonal às retas г er,, nos casos: 


=3 =x-3 
2, -1 {4* 247 
ФАП АШ. Y - боп сЕ 
х у 23 х= 31 
b) АС, 0, 0 Ц: === е 
м ) пат 2 гу: 4 y=-t+1 
z=2 
с) А é a interseção de г, е r, 
қ _у+1_7 o jx=1-y 
A “3 е =; 
25) Verificar se as retas são concorrentes e, em caso afirmativo, encontrar o ponto de 
intersecáo: 
.1У-2х-3 .Ју= -3х+7 
а) 1"12:х45 5 ыг 
‚ х-3 ул! 7-2 e : холиж 
E ты Not 
2=-8 + 31 
.[y22x-3 у-4 7-1 
©) рее цайг тэн ли 
x=2-t х= -3 + 6h 
4) ц: у= 3-5 | е архин 
z=6 - 6t z=-1+ 13h 


e) ц: (х, у, 2) = (2, 4, 1) + Қ1,-2,3) e г): (х, у, 2) = C1, 2, 5) + 14, 3, -2) 


x=2+t 6 
(:4у-4-4% е DERA 
f) 1 25 15) 1-2-х 


26) Calcular o valor de m para que sejam concorrentes as seguintes retas: 


.Jy=2x-5 | ГЕ 
pou Z=-x+2 e A 27% 


жаз х-1 +2 7 
b) n:jy-2ls*t е Лү 3 == E 
2-21 
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27) Dadas as retas 


x-1 rS 
n: ш-у; 2-3 е D:4y--l«t 
2 2-2-%, 


encontrar equações reduzidas na variável x da reta que passa рог А(0, 1, 0) e pelo 
ponto de interseção de r, com гэ. 


28) Determinar na reta | =2+t 
r 


y =t 
2=-1+ 21 


um ponto eqüidistante dos pontos A(2,-1,-2) e B(1,0,-1). 
29) Determinar os pontos da reta 
ГХ- 2-1, y=1+2t, z=3+2t que 
a) distam 6 unidades do ponto A(2, 1, 3); 
b) distam 2 unidades do ponto B(1, -1, 3). 
30) Escrever equações reduzidas da reta que passa por A(1, 3, 5) e intercepta o eixo dos z 
perpendicularmente. 
31) Escrever equações reduzidas na variável z, de cada uma das retas que satisfazem às 
condições dadas: 
a) passa por A(4, -2, 2) е é paralela à reta г: x = 2y = -2z; 
b) passa pela origem e é ortogonal a cada uma das retas 
i 2х-1_у+2 
ЕЕ -2 
32) Determinar o ângulo que a reta que passa por A(3, -1, 4) e B(1, 3, 2) forma com a 
sua projeção sobre o plano xy. 
33) Apresentar equações paramétricas da projeção da reta 
r:Jy=53x-7 
2=-2х+ 6  sobreo plano ху. 
34) Dados o ponto A(3, 4, -2) еа reta 


-22-2 е s:x=-y=-z. 


a) determinar equações paramétricas da reta que passa por А е é perpendicular а г; 
b) calcular a distância de A аг: 
c) determinar o ponto simétrico de A em relação a r. 
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Respostas de Problemas Propostos 


1) (х,у, 2) = (2, -3, 4) + Қ-1,2,-2), Cer e Der. 


2) 
3) 


4) 


5) 
6) 


7) 


8) 
9) 


10) 
11) 


12) 
13) 


14) 


15) 


16) 
17) 


x=-1+2t 
x=1 


а) (-1, 6, -10) 


m=13,n=-15 
а)х-1-1 
b) x =3 
c)x=1 
d)x=0 
а)х=2 + 21 
b) x = 2t 
сух-2 

4 х-0 
е)х=2 
0х-21 
Р(2, 1, 9) 


y=2-3 
y=2 


b)( 


2.2.3 
ye 
y=-1+4 
y=1 
y=1-2t 
y =1-2t 
y=1+t 


x=2+t 


x=2+t 
AB: х= -1 + 31 
АС: х= -1 + 4t 
ВС: х= 2 +# 
rx=2+t 
Apenas Р, 
(5, -5, 8) e (9, 2; -20) 
4 - 9 
1, 2,-3e v=(=, 2,3 
( 3 ) l ) 
5 
ИЕ E NDS 
x 5 
by2—-— e z=-2x+5 
) y 272 
Шы 122 e у= 22 
2 2 


а) (3, 9, 2) 


3 
2 


2-3 
7-3-1 


5 
,-,-3 
> ) 


2=4+ 21 


7-3-51 
z=3+t 

z=3-4t 
z=4-5t 
z=4+3t 


b) (2, 7, 1) 


с) (4, 9, -16) 


7-2-2 
7-4-21 
7-3- 
7-0 
7-4 
7-0 
z=4-4t 
z=4-4t 
7-0 
z=4-4t 


(eixo Oy) 


comte [0,1] 
comte [0,1] 
comte [0,1] 


с)у=-х+1 е2=3 


а) y =-3x+6 e z=-4x + 3 


c) (6, 15, 5) 
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19) 


32) 
33) 


34) 


Lowe 
Z= 
d) [x=4+3t 
У--1-2 
1-3 
22 
2-3 
а) 60º 
a)7oul 
7 
амиа 


а)х-3-1 
b)xz2t 

c)x=2+t 
а) (2, 1, 3) 
e) reversas 


e 


y =-1 - 51 

b) (1, 2, -2) 

f) coincidentes 
b) 4 


а) (4,5,7) e (0, -3, -1) 


= 3x, 7-5 
^ I 


0 = arccos cm 


X=1+t 


a) 
y=4 


z=-2+h 


x=3-2h 


y =-2 + St 


c) reversas 


d) 0 = arc cos(Ž) = 48°11' 


d) (3, 8, 12) 


е (1,-1,1) 


с) ES, 4, 2) 


O Plano 


зү 


Equação Geral do Plano 

Seja A(x,, y;,z,)um ponto pertencente a um plano ле 
n = (a, b, c), nz0, um vetor normal (ortogonal) ao 
plano (Figura 6.1). 


Como п 1 п, n é ortogonal a todo vetor repre- 
sentado em л. Então, um ponto P(x, y, z) pertence a л 


se, e somente se, o vetor AP é ortogonal an , isto é, Figura 6.1 
n.(P-A)=0 
ou 
(a, В,с).(х-хі,у-У1,2-21)-0 
ou 
а(х -xj) + D(y - y¡) + c(z-2,)=0 
ou, ainda 
ax + Бу + cz-axj,- by,-cz, 20 
Fazendo 
-ах,- Бу, - CZ, = d, obtemos 
ax+by+cz+d=0 0) 


Esta é a equação geral do plano m. 
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Observações 


а) Assim como n = (a, b, с) é um vetor normal a m, qualquer vetor kn, k z 0, é também 
vetor normal ao plano. 
b) É importante notar que os três coeficientes a, b e c da equação (1) representam as com- 
ponentes de um vetor normal ao plano. 
Por exemplo, se um plano п é dado por 
T:3x+2y-z+1=0, 


um de seus vetores normais é n =(3, 2, -1). 
c) Para obter pontos de um plano dado por uma equação geral, basta atribuir valores 
arbitrários a duas das variáveis e calcular o valor da outra na equação dada. 
Assim, por exemplo, se na equação anterior fizermos x = 4 e y = -2, teremos: 
3(4) + 242) -z+1=0 
12-4-z+1=0 
7-9 
e, portanto, o ponto A(4, -2, 9) pertence a este plano. 


Exemplos 


1) Obter uma equação geral do plano т que passa pelo ponto AQ, -1, 3) e tem n= (3, 2, a 
como um vetor normal. 


Solução 
Como n é normal a л, sua equação é do tipo 
Зх + 2y - 42 + а= 0 
e sendo А um ponto do plano, suas coordenadas devem verificar а equação, isto é, 
3(2) + 2(-1)-4(3)+ d=0 
6-2-12+d=0 
d=8 
Logo, uma equação geral do plano тё 
3x+2y-42+8=0 


Observação 

Este exemplo, como outro qualquer que envolva determinação de equação do plano, pode 
ser resolvido de modo análogo à dedução da equação, pois um vetor normal ao plano é 
suficiente para caracterizar sua direção. Em nosso estudo utilizaremos sempre a equação 
geral em vez de sua dedução. O leitor poderá optar entre uma ou outra maneira. 

2) Escrever uma equação geral do plano л que passa pelo ponto A(2, 1, 3) е é paralelo ао 

plano 
n1:3x-4y-22+5=0. 
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Solução 
É imediato que 
“um vetor normal a um plano é também normal a qualquer plano paralelo a este”. 
Então, como 7 // т, O vetor ni = (3, -4, -2) normal a x, é também normal a л. 
Logo, uma equação de л é da forma 
3х-4у-22%4-0 | 
Tendo em vista que A є Л, suas coordenadas devem verificar a equação: 
3Q2)-4(1)-2(3) - d20 


e 
d = 4; portanto, uma equação de т é 
Зх -4y -2z+4=0 
3) A reta 
x=5+3t 
r: 4y=-4+2t 
z=1+t 


é ortogonal ao plano л que passa pelo ponto A(2, 1, -2). Determinar uma equação geral de 
п e representá-lo graficamente. 


Solução 
Como r L л, qualquer vetor diretor de г é um vetor normal ao plano. Sendo n = (3, 2, 1) 
um destes vetores, uma equação de л é da forma 
3x+2y+z+d=0 
Como А e 7, deve-se ter 
3(2)-2(1)-(-2)-44-0 
ed=-6; portanto, uma equação de 7 é 
Зх + 2у+2-6= 0 
Para a representação gráfica do plano, obteremos 
três de seus pontos. Se nesta equação fizermos 
y=0 e z=0, vemx=2 
x=0 e z=0, vemy=3 
x=0 e y=0, vemz=6 
Obtemos, assim, os pontos А | (2, 0, 0), А, (0, 3, 0) 
e As(0, 0, 6) nos quais o plano intercepta os eixos х 
coordenados. A Figura 6.2 mostra o referido plano. 


Figura 6.2 


Observação 
Se um plano л intercepta os eixos coordenados nos pontos (р, 0, 0), (0, а, 0) e (0, 0, г) 
com p . q . r #0, então л admite a equação 
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VA 
LEE de MEER] 
саа гес 


denominada eguação segmentária do plano m. 
Para o caso do problema anterior, onde estes pontos são А | (2, 0, 0), A, (0, 3, 0) e 
As(0, 0, 6), a equação segmentária do plano é 
х у 7 


== E > Lum 2 
аа % (2) 


que é equivalente à equação 3x + 2y + z - 6 = 0, ao eliminarmos os denominadores e orde- 
narmos os termos. 

Reciprocamente, se escrevermos esta última equação como 3x + 2y + z = 6 e divi- 
dirmos ambos os membros por 6, voltaremos a ter a equação segmentária (2). 


Equação Vetorial e Equações Paramétricas do Plano 

Seja A( Xo, yo, Zo) um ponto pertencente a um plano те u= (a¡,b,,c,)e 

y = (а-,Ь;, сз) dois vetores paralelos а л (Figura 6.3), porém, uev náo-paralelos. 
Para todo ponto P do plano, os vetores 

AP ; u еу são coplanares. Um ponto Р(х, у, 7) 


pertence a п se, e somente se, existem números 
reais h e t tais que 


P-A=hu+tv 


ou 


P=A+hu+tv 
ou, em coordenadas 


(x, У, 7) = (хо, Уо, 20) + ВСац, b,c) + Са», bo, c2), h,te R (3) 


Esta equação é denominada equação vetorial do plano т. Os vetores u e v são 
vetores diretores de m. 
Da equação (3) obtém-se 


Figura 6.3 


(x, y, 2 = (xo*ajh + a5t, урж bh+ bot, 20+ с + с20 


que, pela condição de igualdade, vem 
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= Xo + a¡h + at 
= Yo + bjh + bat 


= 70% ch + cat, hte R 


Estas equações são chamadas equações paramétricas de T e h e t são variáveis auxi- 

liares denominadas parâmetros. 

Exemplos 

1) Seja o plano л que passa pelo ponto A(2, 2, -1) e é paralelo aos vetores п = (2, -3, 1) 
еу- (1, 5, -3). Obter uma equação vetorial, um sistema de equações paramétricas e 
uma equação geral de m. 

Solução 

a) Equação vetorial: (х, у, 2) = (2, 2, -1) + hQ, -3, 1) + t(-1, 5, -3) 

b) Equações paramétricas: 


х= 2+ 2h - t 

у= 2 - 3h 5t 

z=-1+ h-3 
Observação 


Se quisermos algum ponto deste plano, basta atribuir valores reais para h e t. 
Por exemplo, para h = 0 e t = 1, vem . 
x=1, y=7 e z=-4 
e, portanto, B(1, 7, -4) é um ponto do plano 7. 
c) Equação geral: 
Como o vetor 


> > > 
n=uxy 


ij k 
uxv=|2 -3 1| = (4,5,7) 
-1 5 -3 
é simultaneamente ortogonal a u e v, ele é um Figura 6.4 


vetor n normal ao plano л (Figura 6.4). 
Então, uma equação geral de x é da forma 
4х + 5у + 72 + а= 0 
e, como А € л tem-se 
4(2) + 5(2) + 7(-1) + а= 0 
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e d=-11; portanto, 
4x+5y+72-11=0 
é uma equação geral de m. 


Observação 
Existe uma outra maneira de se obter uma equação 
geral de п: como Р(х, y, 2) Tepresenta um ponto 


qualquer do plano, os vetores AP, u e v são co- 
planares (Figura 6.5) e, portanto, o produto misto 


deles é nulo, isto é, 
Figura 6.5 


(AP,u,v)=0 
Assim, obtém-se uma equação geral do plano desenvolvendo o 1º membro da igual- 
dade 


х-2 у-2 741 
2 -3 1|=0 
4 5-4 


que é equivalente à equação 4x + 5y + 72 - 11 = 0 


2) Dado o plano m determinado pelos pontos A(1, -1, 2), B(2, 1, -3) e C(-1, -2, 6), obter 
um sistema de equações paramétricas e uma equação geral de т. 


Solucáo 
a) Equações paramétricas: 
Sabe-se que existe apenas um plano que contém três pontos não em linha reta. Os 
vetores não-paralelos 
u= АВ =(1,2,-5) e  v=AC=(2,-1,4) 
são vetores diretores de x (Figura 6.6) e, portanto, as equações (utilizando o ponto А) 
х= 1+ h-2t 
y=-1+2h- t 
2- 2-5Һһ-44 
são equações paramétricas do plano. 
b) Equação geral: 
Como no problema anterior, sendo u e y vetores diretores de T, O vetor 


i j k 
-5| = (3, 6,3) 


1 
= 
х 
«1 
1 
м 
N 


n 
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é um vetor normal a л (Figura 6.6). n 
Então, uma equação geral é da forma 
Зх + 6y+3z2+d=0. 
Como A e m (poderíamos tomar B ou C): 
3(1) + 6(-1) + 32) + d20 
еа = -3; portanto, uma equação geral de л é 
Зх + бу + 3z-3=0. 
ou, multiplicando ambos os membros da equagáo Figura 6.6 
1 
рог E 
x+2y+z-1=0. 
3) Dado o plano n de equação 2x - y - z + 4 = 0, determinar um sistema de equações 
paramétricas de л. 


Solução 


Basta tomarmos três pontos А, B e C não alinhados de л e proceder como no problema 
anterior. 


Fazendo 

x=y=0 vemz=4 .. А(0, 0, 4) єл 

xz] е у= 0 vemz=6 .. В(1, 0, б) єл 

x=0 е у= 1 vemzz3 .. С(0, 1, 3) єл 
Сото АВ = (1,0, 2)е АС = (0, 1, -1) são vetores diretores de л, as equações 
x=0+ 1.h+0.t x=h 

ЕЕ +0.h +1.t ou Е 

z=4+ 2.h - 1.t z=4+2h-t 


são equações paramétricas de m. 


Observações 

a) Como é possível encontrar infinitos ternos A, B e C de pontos não alinhados em л, 
existem infinitos sistemas de equações paramétricas que representam o mesmo plano. 

b) É importante observar que os vetores diretores sejam não-paralelos. Se ocorrer AB//AC, 
basta trocar um dos pontos de modo a garantir que AB e AC sejam não-paralelos. 

c) Uma outra maneira de obter equações paramétricas a partir da equação geral, é subs- 


tituindo duas das variáveis pelos parâmetros h e t e, posteriormente, isolar a terceira 
variável em função destes. Por exemplo, se na equação geral 2x - y - z + 4 = 0, fizer- 


mos y = һе z = t, teremos 2x h - + 4 = 0. Isolando x resulta, x = -2 + jh* 24 
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Então, 

1 1 

x=-2+ —h+-—t 
2 

y =h 

7-1 

são equações paramétricas do plano. 
De modo análogo obteríamos outros sistemas: 


x=h x=h 
y=t e y=4+2h-t 
z=4+2h-t 7-1 


4) Determinar uma equação geral do plano л que contenha as retas 


х= 21 


у= х +1 
z= -бї+ 


Solução 

Observemos que as direções das retas são dadas pelos vetores vi =(1,1,-3)e уз = (2, 2, -6). 
Сото уз = 2vi ‚ as retas г, е г; são paralelas e os vetores vi e уз não são vetores diretores 
do plano procurado. Tendo em vista que os pontos А | (0, 1, -2) ец e A, (0, 3, 1) є г, tam- 
bém pertencem a m, o vetor AJA, = (0, 2, 3) está representado neste plano. Então, vi e АЈА, 


(ou v2 e A} A, ) são vetores diretores de л e um de seus vetores normais (Figura 6.7) será 


ә — - 


n= v x AA, = |1 1 -|- (9, -3, 2) = 


RT EP 
Portanto, uma equação geral de x é da forma 
9x-3y+2z+d=0 с 


e, como A, є т, tem-se 
90) - 31) + 2(-2) + d=0 
ed=7 
Logo, 
T:9x-3y -2z4 7 = 0. 


Figura 6.7 


Equação Vetorial de um Paralelogramo _ 


Dados os pontos A, B e C não em linha reta, os vetores AB e AC determinam o parale- 
logramo (Figura 6.8) cuja equação vetorial é 
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P=A+hAB)+HAC) 
ou 


P=A+hB-A)+t(C-A) comh,te [0,1] 


onde P representa um ponto qualquer deste paralelo- 
gramo. 
Observemos que 
para h=t=0, obtém-se o ponto A (Р = A); 
parah=1 e t2 0, obtém-se o ponto B (P = B); 
parah=0 e 1-1, obtém-se o ponto C (P = C); 
para h = t Z1, obtém-se o ponto D (P = D); 


Figura 6.8 


parat- i еһе (0, 1], obtém-se o segmento MN onde M e М são os pontos médios 


de AC e BD, respectivamente, e assim por diante; 
para het entre O e 1, obtém-se todos os pontos do paralelogramo. 


Casos Particulares da Equacáo Geral do Plano 
No caso de um ou mais coeficientes da equação geral do plano ax + by + cz + d = 0 serem 
nulos, o plano ocupará uma posição particular em relação aos eixos ou planos coordena- 
dos. 

Faremos uma análise dos diversos casos a partir de uma equação completa 
ax+by+cz+ а = 0. 
Por exemplo 


Зх + 4у + 2z- 12 = 0 (4) 
onde а = 3, b = 4, с = 2 e d = -12. O plano que esta 
equação representa intercepta os três eixos coorde- 
nados em (4, 0, 0), (0, 3, 0) e (0, 0, 6) (Figura 6.9). 6 


1º) Se tivéssemos d = 0, a equação (4) seria 
Зх + 4у + 22 = 0 
e representa um plano paralelo ао da Figura 6.9, 
porém, passando pela origem О(0, 0, 0), pois as 
coordenadas deste ponto verificam a equação: 3 
3(0) + 4(0) + 2(0) = 0 5 


Figura 6.9 
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2º) Se tivéssemos a = 0, a equação (4) seria 
4у-22-12-0 (ou: 0x + 4y +2z-12=0), 


(5) 
e representa um plano paralelo ao eixo dos x, in- : 
terceptando os outros dois eixos ainda em (0, 3, 0) 6 
e (0, 0, 6) (Figura 6.10). 
Observemos ainda que nenhum ponto do tipo 
(x, 0, 0) satisfaz a equação (5) pois 
О(х) + 4(0) + 2(0) - 12 = 0 é falso. 3 " 
Ora, se nenhum ponto do eixo dos x verifica a 
equacáo (5), significa que o plano náo tem ponto em 
comum com este eixo e, portanto, só pode ser para- , 


lelo a ele. 


Desta análise ainda se conclui que o plano é pa- ` Figura 6.10 


ralelo ao eixo da variável ausente na equação. > 


Se em (5) tivéssemos ainda d = 0, a equação 
resultante 


4у + 2220 
representa um plano pela origem, e, portanto, 
contém o eixo Ox (Figura 6.11). 
Comentários idênticos faríamos para os casos C 


- 


b = 0 ou с = 0, quando a equação (4) seria 


3x+2z-12=0 (Figura 6.12) 
ou | 
3x+4y-12=0 (Figura 6.13). Figura 6.11 


2 
7 
6 
3 
у у 
4 4 
X 
х 


Figura 6.12 Figura 6.13 


Cap. 6 O Plano 135 


39 Se tivéssemos a = b = 0, a equação (4) seria 
22-12-0 (ou: Ox + Oy + 2z - 12 = 0) (6) 
ou, simplesmente, 2 
7-6 


Observemos que todos os pontos do tipo (x, у, 6) 6 
verificam a equação (6). Ora, se todos os pontos Ж" / 
deste plano têm cota 6, significa que todos estão 


6 unidades afastados do plano хОу. Portanto, 
trata-se de um plano paralelo a xOy e que inter- 
cepta o eixo Oz perpendicularmente em (0, 0, 6). 
Assim, concluímos que toda equação de forma О у 
2 =k 
representa um plano paralelo ao plano xOy e in- /-/ 
tercepta о eixo Oz em (0, 0, К). 
Na Figura 6.14 estão representados os planos 
de equação z = 6 ez = 0 (plano xOy). 
Figura 6.14 
Raciocínio análogo, leva-nos a concluir que 
y = k representa um plano paralelo a xOz e 
x = k representa um plano paralelo a yOz. 


Na Figura 6.15 estão representados os planos de equação y = 3 e y = O (plano xOz) e 
na Figura 6.16 os planos de equação x = 4 e x = O (plano yOz). 


2 


Figura 6.15 Figura 6.16 
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Ângulo de Dois Planos 


Sejam os planos 7t, e T com vetores normais пі e n2, respectivamente (Figura 6.17). 


Figura 6.17 


Chama-se ángulo de dois planos т e t; o menor ángulo que um vetor normal a л, 
forma com um vetor normal a 1. Sendo Ө este ângulo, tem-se . 


іду. по і 


T 
cos 0 ——————— com 0x 0€ — 
1 111 пә! 2 


Como cos 0 2 0 quando 0x 0 s , O numerador de (7) deve ser positivo, razão pela 


qual tomou-se o produto escalar em módulo, pois que este poderá ser negativo quando o 
ángulo entre os vetores for o suplementar de 0. 


Exemplo 


Determinar o ángulo entre os planos 


Ti: 2x+y-z+3=0 e п: х+у-4= 0. 
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Solução 
Sendo ni = (2, 1, -1)e n2 = (1, 1, 0) vetores normais а m, e л», de acordo com (7) tem-se 


(21-1. 610 — |2«1«0| 3 3 48 


422 « 124 (19? 4r? + 12 "467242 wW 2 


cos 0 = 


Logo, 


0 =arc cos (33, Ш 
2 6 


Planos Perpendiculares тн E 
- - 2 
Consideremos dois planos Ті е 75, e sejam n; e n2 vetores 
normais a Tt; e Tr, respectivamente. Pela Figura 6.18 conclui- 
se imediatamente: 
mimo nib n2 € nj.n220 
Figura 6.18 


Exemplo | 
Verificar se Tt, e 12 são planos perpendiculares: 
а) лу: Зх+у-42+2=0 е T2: 2x + бу + 32 = 0 


х=2-һ + 21 
b) m:x+y-4=0 е по: 4Y=h+t 
7-1 


Solução 

a) Sendo ni = (3, 1, -4) e n2 = (2, 6, 3) vetores normais a лу e Tt», respectivamente, e 
como 

ni. n2 = 3(2) + 1(6) - 4(3) 0 

conclui-se que т e Tr, são perpendiculares. 

b) O vetor n; = (1, 1, 0) é um vetor normal a т. Teremos que encontrar um vetor n2 
normal a т. Como u- (-1, 1,0) е у= (2, 1, 1) são vetores diretores de л, podemos 
considerar 


= (1, 1,-3) 


3 
N 
|] 
= 
х 
< 
ll 
1 
[n 
mo © RI 
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Tendo em vista que 
ni. n2 = (1,1,0).(1, 1, -3) = 1(1) + 1(1) + 003) 2220 
os planos T; e 7 não são perpendiculares. 


Paralelismo e Perpendicularismo entre Reta e Plano 


Sejam uma reta г com a direção do vetor v e um plano л, sendo n um vetor normal a л. 
Pelas figuras conclui-se imediatamente: 


1) г//л © vino v.n=0 (Figura 6.19 (a) 
Drin e vin © у-оп (Figura 6.19 (b) 


(a) (b) 
Figura 6.19 


Exemplo 
x=1+2 
Aretar: 4 y=-3t 
7-1 é paralela ao plano л : 5x + 2y - 42- 1 = 0 
pois o vetor diretor у= (2, -3, 1) der é ortogonal ao vetor normal n = (5, 2, -4) de x, isto 
é, 
v.n= (2, -3, 1). (5, 2, -4) = 2(5) -32) + 1074) = 0 
Esta mesma reta, por sua vez, é perpendicular ao plano л: 4x - бу + 22 - 5 = 0, pois 
o vetor diretor v = (2, -3, 1) der é paralelo ao vetor normal ni = (4, -6, 2) de T4, isto é, 


- 


у= 
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ou de modo equivalente, 
2 _ E! 


4 6 2 


Reta Contida em Plano 


Uma reta r está contida em um plano л (Figura 6.20) se 2 
I) dois pontos A e B дег forem também de x 
ou 
П) v. nz 0, onde v é um vetor diretor der e n um 
vetor normal a 7t 
e 
Ae T, sendo А e r. Figura 6.20 
Exemplo 
Determinar os valores de m e n para que a reta 
x=3+t 
т: 4 y=-1-t 
z=-2-t esteja contida no plano л: 2x + my + nz - 5 = 0. 
Solução 


Utilizando o primeiro critério exposto acima, sejam A(3, -1, -2) e B(4, -2, -3) os pontos de 
г. Como r c m, as coordenadas de А e B devem satisfazer a equação de л, isto 6, 
‚ -m-2n+1=0 
24) + m(-2) + n-3)- 5 = 0 ou -2m-3n+3=0 
donde m=3en=-1. 


Intersecáo de Dois Planos 
Sejam os planos náo-paralelos 
п: 5х-у+2-5 = 0 е п: х+у+ 22-7 = 0 
A interseção de dois planos não-paralelos é uma reta г cujas equações se deseja de- 
terminar. Para tanto, dentre os vários procedimentos, apresentaremos dois. 

1) Como r está contida nos dois planos, as coordenadas de qualquer ponto (x,y,z) є r 
devem satisfazer simultaneamente as equações dos dois planos. Logo, os pontos de r 
constituem a solução do sistema: 

шэг 


"Lx+y+2z-7=0 (8) 
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O sistema tem infinitas soluções (são os infinitos pontos de r) e, em termos de x, sua 
solução é 
.fy23x-1 
d |; =-2х +4 
que são equações reduzidas de г. 

2) Outra maneira de obter equações de r é determinar um de seus pontos e um vetor diretor. 
Seja determinar o ponto A e r que tem abscissa zero. Então, fazendo x = O nas equa- 
ções do sistema (8), resulta o sistema 

-у+2- 5 = 0 
1 y+2z -7= 0 
cuja solução é y = -1 ez = 4. Logo, A(0,-1,4). 
Como um vetor diretor v de r é simultaneamente 
ortogonal a n1= (5, -1, 1) e n2= (1, 1, 2), normais 
aos planos T e To, respectivamente, (Figura 6.21), 


o vetor v pode ser dado por 


ijk 
v=nXn: = |5 -1 1|- (-3,-9,6) Figura 6.21 
1 1 2 


ou também E (C3, -9, 6) = (0, 3, -2) 


Escrevendo equações paramétricas de r, temos 


x-t 
r:3y=-1+3t 
7-4-21 


Interseção de Reta com Plano 


Exemplos 
1) Determinar o ponto de interseção da reta r com o plano m, onde 
x=-1+2t 
г:}у=5 + 31 е T:2x-y+3z-4=0 
z=3-t 
Solucáo 


Qualquer ponto de г é da forma (x, y, 2) = (1 + 2t, 5 + 3t, 3 - t). Se um deles é comum ao 
plano m, suas coordenadas verificam a equação de m: 


2(-1%20-(5%30%3(3-0-4-0 
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e daí resulta t = -1. 
Substituindo este valor nas equações de r obtém-se 
Х--1%2(1)--3 y =5+3(-1)=2 2-3-(-1)-4 
Logo, a interseção de r e t é o ponto (-3, 2, 4). 
2) Determinar a interseção da reta 
El х - 2у - 22 + 2= 0 
| 2хау-2-0 com o plano t: х + Зу + 22- 5 = 0 


Solução 
Se existir um ponto I(x, y, 2) € г que também pertence a л, suas coordenadas devem veri- 
ficar as equações dos três planos dados. Logo, I será a solução do sistema 
х-2у-22%2-0 
2x+y-z=0 
x+3y+z-2=0 
Resolvendo o sistema obtém-se: x = 2, y = -1 e z = 3. Logo, IQ, -1, 3) é a interseção 
de г e л, ou seja, é a interseção dos três planos. 


Problemas Propostos 
Os problemas de 1 a 48 estão de acordo com a ordem do texto e os demais se constituem 
em ótimo reforço. 
1) Seja o plano 
л: Зх+у-2-4= 0 
Calcular: 

a) O ponto de л que tem abscissa 1 e ordenada 3; 

b) O ponto de x que tem abscissa 0 e cota 2; 

с) O valor de k para que o ponto P(k, 2, k - 1) pertença ал; 

d) O ponto de abscissa 2 e cuja ordenada é o dobro da cota; 

e) O valor de k para que o plano л: kx - 4y + 4z - 7 = 0 seja paralelo a m. 


Nos problemas de 2 a 4, determinar uma equação geral do plano 
2) paralelo ao plano л: 2x - Зу - z + 5 = 0 e que contenha o ponto A(4,-2,1); 
3) perpendicular à reta 


x=2+2t 
r:4 y=1-3t 
z=4t e que contenha o ponto A(-1, 2, 3); 


4) que passa pelo ponto médio do segmento de extremos A(5,-1,4) e B(-1,-7,1) e seja per- 
pendicular a ele. 

5) Dada a equação geral do plano л: Зх - 2y — z — 6 = 0, determinar um sistema de equa- 
ções paramétricas de m. 
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6) Sendo 
x=1+h-2t 
y=1-t 
z=4+2h-2t equações paramétricas de um plano л, obter uma equação 


geral. 


Nos problemas de 7 a 11, escrever uma equação geral e um sistema de equações pa- 
ramétricas do plano determinado pelos pontos: 
7) А(1,0,2), В(-1,2,-1) e C(1, 1, -1). 
8) A(0,0,0), B(1,1,5) e CCL 1, 1). 
9) AQ, 0, -1), B(-2, 6,3) е C(0, 3, 4). 
10) AQ, 1, 0), В(-4,-2,-1) е C(0, 0, 1). 
11) AQ, 1,3), B(3, -1, 3) e C(4, 2, 3). 
12) Determinar o valor de a para que os pontos А(о, 1, 9), B(2, 3, 4), C(-4, -1, 6) e 
ГОО, 2, 4) sejam coplanares. 
Nos problemas de 13 a 18, determinar uma equação geral do plano nos seguintes casos: 
13) O plano passa por A(2, 0, -2) e é paralelo aos vetores U=i -) +kev=2i «3j. 
14) O plano passa pelos pontos A(-3, 1, -2) e B(-1, 2, 1) e é paralelo á reta 
г: х2 2. y=4 
P ees y =4. 
15) O plano contém os pontos А(1, -2, 2) e B(-3, 1, -2) e é perpendicular ao plano 
T;:2x * y -z4 8 = 0. 
16) O plano contém os pontos A(2, 1, 2) e B(1, -1, 4) e é perpendicular ao plano xOy. 
17) O plano contém a reta 


b =2 +1 

r: 4у-1-1 

2=3 + 21 е é perpendicular ao plano 71: 2х + 2y - 32 = 0 

18) O plano contém o ponto A(4, 1, 1) е é perpendicular aos planos 11: 2х + y - 32 = 0 е 
To: X + y - 22-3=0. 
Nos problemas de 19 a 22, os pares de retas тү e ту são paralelas ou concorrentes. 
Encontrar uma equação geral do plano que as contém. 


| >=-х+2 2 


| -3 x1. 250 
19) “р: =з e г; > д 
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x=-2+t ЭРЭР, 
21) 1, :3 Ус e vi 
2--3 


х= -ї 
= 7 
22) з е misy=l 
19 z-2-t 


Nos problemas 23 e 24, determinar uma equação geral do plano que contenha o 
ponto e a reta dados: 


x=t 
23) A(4, 3, 2) e ris yz2-t 
7-3-21 


24) АС, -1, 2) е o eixo dos 7. 


Nos problemas de 25 a 30, obter uma equação geral do plano 
25) paralelo ao eixo dos z e que contenha os pontos A(0, 3, 4) e B(2, 0, -2); 
26) paralelo ao eixo dos x e que contenha os pontos A(-2, 0, 2) e B(0, -2, 1); 
27) paralelo ao eixo dos y e que contenha os pontos A(2, 3, 0) e B(0, 4, 1); 
28) paralelo ao plano хОу e que contenha o ponto А(5, -2, 3); 
29) perpendicular ao eixo dos y e que contenha o ponto A(3, 4, -1); 
30) que contenha o ponto A(1, -2, 1) e o eixo dos x. 
31) Representar graficamente os planos de equações: 


а) Зх + 4y+2z-12=0 е) Зу + 42 + 12 = 0 
b) 6x+4y-32-12=0 f)22-5z0 
с) x+y-3=0 gy+4=0 
d) 2x+3y-6=0 h)2x-y=0 


32) Determinar o ângulo entre os seguintes planos 
а) Ti: x-2y+z-6=0 e To: 2x-y-2+3=0 


р) m:x-y+4=0 e m:2x-y-z=0 

с) tj: x+2y-6=0 e m:y=0 
х-1-1-1 x=2+t 

d) «улас e ne саа 
z=h z=h+t 


33) Determinar o valor de m para que seja de 30” o ángulo entre os planos 
T: х +my+2z-7=0 e m:4x+5y+32+2=0 

34) Determinar m de modo que os planos m, e 1, sejam perpendiculares: 
a) m: mx +у- 32-1 = 0 е т: 2х - 3my + 42+ 1 = 0 


144 Vetores e Geometria Analítica 


x=2-h+2t 
bDm:yy=2h+3 e то: 2mx + 4y -z- 120 
z=t-2h+1 


35) Dados a reta r e o plano m, determinar o valor de m para que se tenha I) r//x e IT) гіт, 
nos casos: 
a) г:х=-3 +1, y=-1+2t, z=4t e t: mx-y-2z-3z0 
b) г: (х, у, 2) = (1, 2, 0) + t(2, m, -1) ex:3x+2y+mz=0 


36) Verificar se a reta г está contida no plano m: 


a) ае е л: 2х+у-32-4= 0 


2= 2х - 1 
=h+t 
2 x 
b) г: x- o7 =2+3 e лс y =-1 + 2h - 3t 
z=-3+h-t 


Nos problemas de 37 a 39, calcular os valores de m e n para que a reta r esteja 
contida no plano n: 


x=-2+t 
37) r:3 y=3-2t e п: mx + 2у - 32 + 0 = 0 
2-24 


-38) pee e T:Sx-ny+z+2=0 


Z—-X-tm 


x=1+3 
39) г: 4 y=-2+mt e T:3x-3y+z-7=0 
z=n-4t 


Nos problemas de 40 a 42, estabelecer equações reduzidas na variável x da reta 
interseção dos planos: 


40) ті:3х-у-%22-1-0 е т: х + 2у - 32-4= 0 
41) 71: Зх - 2у-2-1= 0 е T: х + 2у-2-7= 0 
42) п:іх+у-2+2= 0 е п:х+у+ 22-1 =0 


Nos problemas 43 е 44, encontrar equações paramétricas da reta interseção dos planos: 


43) m:3x+y-32-5=0 e m:x-y-z-3=0 
44) t: 2x -у-4-0 е 1: 7-5 
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Nos problemas de 45 a 47, determinar o ponto de interseção da reta т com o plano л: 


45) г:х= 3, yzl-2t 7-4 e T:2x+3y-2z-7=0 
y-x-10 

46) t z=x+1 e T:2x-y+3z-9=0 

47) x=4+k x=2+h+2t 
y=3+2k e n:ty=3-h-t 
z = -2 - ЗК z=1+3h-3t 

48) Sejam a reta r e o plano л dados por 
ее п: 2x + 4y - 2-4 = 0. Determinar: 
Z=-x+2 


49) 


50) 


51) 


52) 


53) 


54) 


55) 


a) o ponto de interseção de r com o plano xOz; 

b) o ponto de interseção de r com m; 

C) equações da reta interseção de л com o plano хОу. 

Dado o ponto P(5, 2, 3) e o plano T: 2x + y + z - 3 = 0, determinar 

a) equações paramétricas da reta que passa por P e é perpendicular a. ат; 


Б) a projeção ortogonal de P sobre o plano x; 


с) o ponto Р! simétrico de P em relação ал; 

d) a distância de P ao plano m. 

Determinar equações reduzidas na variável x, da reta que passa pelo ponto A(3, -2, 4) 

e é perpendicular ao plano л: x - Зу + 2z - 5 = 0. 

Obter equações paramétricas das retas nos casos: 

a) A reta passa por A(-1, 0, 2) e é paralela a cada um dos planos 
tulx+y+z+1=0em:x-3y-z-5=0. 

b) A reta passa pela origem, é ortogonal à reta r: 2x = y = 3z e paralela ao plano 
Л:х-у-2%2-0. 

Escrever uma equação geral do plano que passa рог A(-1, 2, -1) e é paralelo a cada 

uma das retas rı: y = Xx, Z = l - 3x е r: 2x = y = 32. 

Achar equações paramétricas da reta r que passa рог А, é paralela ao plano TT e con- 

corrente com a reta s, nos casos: 

a) AQ, 1,-4), л:х-у%32-5-0, sx=1+3t, y=3-t, z=-2-2t; 

b) A(3, -2, -4), 1:3х-2у-32%5-0, s:x=2+t, y=-4-2t, z=1+3t. 

Determinar ainda o ponto de interseção entre r e s. 

Dada aretar:x=3+t, y=1-2t, z=-1 + 2t, determinar equações reduzidas das 

retas projeções de r sobre os planos xOy e xOz. 

Encontrar equações paramétricas da reta que passa por A, 6, 4), intercepta o eixo 

Oz e é paralela ao plano л: x - Зу + 5z - 6 = 0. 
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56) 
57) 


58) 
59) 
60) 
61) 
62) 
63) 


64) 


65) 


66) 


67) 
68) 


69) 


70) 


71) 
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Nos problemas de 56 a 62 apresentar uma equação geral dos planos: 
O plano que passa por А(-1, 2, 4) e é perpendicular aos planos 71: X -- z 22 e m:y-z=0. 
O plano que intercepta os eixos coordenados nos pontos de abscissa, ordenada e cota 
iguais a -3, 6 e -5, respectivamente. 
O plano que passa por А(1, -3, 4) e intercepta os trés semi- -eixos de mesmo sinal а: 
igual distância à origem do sistema. 
O plano paralelo ao eixo dos z e que intercepta o eixo dos x em -3 e o dos y em 4. 
O plano paralelo ao plano xOz e que intercepta o eixo dos y em -7. 
O plano que passa pela origem e é paralelo às retas 
ту y =-X,Z=2 е г; (х, y, Z) = (2, -1, 4) + t(1, 3, -3). 
O plano que passa por A(-1, 2, 5) e é perpendicular á intersegáo dos planos 
m:2x-y+32-4=0 е mix+2y-42+1=0. 
Estabelecer equações gerais dos planos bissetores dos ângulos formados pelos planos 
xOz e yOz. 
Calcular os valores de m e n para que a reta т esteja contida no plano л: 
a)rx-2-2t y=-1-t, 7-3 е m:2mx-ny-z«4z0 
Ы) г: (x, y, 2) = t(2, m, n) + (n, 2,0) e л:х-3уғ2-і1 
Calcular k de modo que a reta determinada por A(1, -1, 0) e B(k, 1, 2) seja paralela 
aoplanor:x=1+3h, y=1+2h+t, 2=3 +31. 


Nos problemas 66 e 67, obter uma equação geral do plano que contenha o ponto e 
a reta dados: 

“| хж2ужт7-1-0 
AG, -2,-1) е 5. 
A(1, 2, 1) e a reta interseção do plano x - 2y + z - 3 = 0 como plano yOz. 
Mostrar que as retas 
3x-y-z=0 е - x-3y+z+3=0 
8х-2у-32%1-0 21 3х-у-2%5-0 
são paralelas e encontrar uma equação geral do plano determinado por estas retas. 
Determinar o ponto P de interseção dos planos 2х -у+2-8=0, x + 2y - 22 + 6 20 
e 3x - z - 3 = 0 e uma equação geral do plano determinado por P e pela reta r : x = y, 
> = 2у. 
Dadas as retas rı: y = -2x, 2-х e r:x=2-t, у=-1+1, z=4- 2t, determinar 
a) o ponto Р! simétrico de P(1, 0, 5) em relação à reta r;; 


Үү: 


b) o ponto O' simétrico de О(0, 0, 0) em relação à reta го. 


Achar o ponto N, projeção ortogonal do ponto P(3, -1, -4) no plano determinado pelos 
pontos A(2, -2, 3), B(4, -3, -2) e С(О, -4, 5). Qual o ponto simétrico de P em relação 
a este plano? 
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72) O plano q: Зх + 2y + 4z - 12 = 0 intercepta os eixos cartesianos nos pontos A, B е C. 
Calcular: 
a) a área do triângulo ABC; 
b) a altura deste triângulo relativa à base que está no plano xOz; 
c) o volume do tetraedro limitado pelo plano x e pelos planos coordenados. 


Respostas de Problemas Propostos 
1)a) (1,3,2) . 5(062 ок- 3 d) (2, -4, -2) e) k=-12 


2) 2х - 3y-z-13=0 3) 2х - Зу + 42-4= 0 
4) 4х + Ay + 22+3= 0 5) Existem infinitos. Umdelesé:x=t, y zh, z=-6+3h- 2t 
6) 2х - 2у-2+4= 0 


x=1-2h 
7) Зх + бу + 2z-7=0 e y=2h+t 


z22-3h-3t 

x-h-t 
8)2x+3y-z=0 e y=h+t 

2= 5 +ї 

x=2-4h-2 
9)3x+2y-6=0 e y = 6h + 3t 

z=-1 + 4h + 51 

x =2- 6h - 21 
10) х - 2у= 0 е y=1-3h-t 

a 

x=2-5h+2t 
11)7-3-0 e e 2h+t 
12) а 23 22) 2x + y -224 320 
13) 3x -2y - 52- 1620 23) х - 9у - 52 + 3320 
14) 3x - 12у + 22 + 25 = 0 24) х+у= 0 
15) х - 12у - 102-5 = 0 25) Зх + 2у-6= 0 
16) 2х -у-3=0 26) у - 22+ 4= 0 
17) х - 7у - 42 + 17 = 0 27) х+ 22-2 = 0 
18) х+у+2-6=0 28) 2= 3 
19) х+у+ 32-3 =0 29) у= 4 
20) 5х - 2y + 42 - 21 = 0 30) у + 22= 0 


21) бх + бу- 2+9=0 
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т т 2 3 
32) a) — b) — C) arc cos — d) arc cos — 
3 6 45 414 
33)10u7 
34) a) -12 b)2 


, 


35) a) 10 e b) -6 e não existe valor para m 


36) a) sim b) sim 
3)m=10 e n=14 
38) т= 4 e n=2 
39) m= > e n=-2 
3 
40) | y=-11x+ 11 
2= -7х + 6 
1 3 
2 228525 
z=2x-4 
42) |у--х-1 


43) сх-і 
уеп 
“Чи 22 


44) (x-t 
posa 
2-5 


45) (6, -3, -2) 
46) (2, -8, -1) 
47) (1, -3, 7) j 
OPE l8 3 4 zd v 
48)a) (2,0, — b) (—, —, — c y цаг 
а) ЕТИ 12 


40)а)х-542, у-2-1,7-3-1 b) (1, 0, 1) с) (3,-2,-1) 4246 
50) у--3х%7, 2-2х-2 

51) а)х= 21-1, y=3t, z=-7t+2 b)x=4t, y=-St, z-9t 

52) 20x - 11у + 32 + 45 = 0 


53) а) х= 2 + 7t, y=1+t, z=-4-2t e --,-,-5 


b)xz3-2t у--2%3, z=-4-4t е (-5, 10, -20) 
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54) у--2х%7, 72-0 e z=2x-7, y=0 
55) x=3+t, y=6+2t, z=4+t 
56) x-y-z-1=0 

57) 10x - 5y + б2 + 3020 

58) х+у+2-2= 0 

59) 4х - Зу +12 =0 

60) у= -7 

61) Зх + Зу + 42 = 0 

62) 2х - Пу - 52+ 49 = 0 

63) x 4 y 0 e x-y=0 


1 1 
64 ш---, = -— b =3, =7 
) am 8 n 5 ) ш n 
65) 3 
66) 2х + Зу+2+1=0 
67) бх - 2у+2-3 = 0 
68) 4х + 2y - 32+ 5 = 0 
69) PQ, -1, 3), 5x+y-3z=0 
15 2 
70) a) P'(1, -4, -3 b) O(=,>,2 
) a) PC ) ) G 3 3” 
71) Мб, -2, -3), (7, -3, -2) 
72) а) 34/29 u.a. b) 6/29 u.c. c) 12 u.v. 


Distâncias 


Distância entre dois Pontos 
Dados os pontos Pj(x,,y/,Z))e P; (X2, уз, 22), a distância d entre eles é | РР, : 


Сошо 


- .“ 


РІР,- Р, Б Р —-(X2-Xi,y2-YpZ27 24) 


tem-se 


d(P,, P) = ү(х; - хү) (y - уу? + (25 - z) 


Exemplo 
Calcular a distância entre P, (2, -1, 3) e P, (1, 1, 5). 


Solução 
Como P,P,= P, - P, = (1, 1, 5)- (2, -1, 3) = (-1, 2, 2) 


de acordo com (1), tem-se 


d(P,, Р,) -4CD? + 22 + 22 = Jo = 3uc. (unidades de comprimento) 


Distância de um Ponto a uma Reta 


Dado um ponto P do espaço e uma reta r, quer-se calcular a distância «P, г) de P ar. 


Consideremos na reta r um ponto À e um vetor diretor v. Os vetores v e AP determinam 
um paralelogramo cuja altura corresponde à distância d(P, r) (Figura 7.1). 
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"d 


A área A do paralelogramo é dada 


por 

a) А = (base) (altura) = vl. d 
ou também por 

b) A=1 у x AP I (Capítulo 3) 
Comparando a) e b), vem 


Figura 7.1 


Exemplo 
Calcular a distáncia do ponto P(2, 1, 4) à reta 


x z -] «2t 
г: | y=2-t 
z=3-2t 
Solucáo 
A reta r passa pelo ponto A(-1, 2, 3) e tem diregáo do vetor v= (2, -1, -2). Seja ainda o 
vetor AP=P - A = (3, -1, 1). Calculemos 


- 


ij К 
ух АР = |2 -1 -2|=(3,3, 1) 
3 4 1 


De acordo com (2), temos 
| (3,8, 1) (3) +68) +12 — Wu. 
2 = ——u.. 


CID Pu 3 


d(P, r) = 


Observacáo 

Uma outra forma de calcular esta distáncia seria 

proceder assim: 

19) encontrar uma equação geral do plano л que 
passa por P e é perpendicular à reta r (um vetor 
normal ат é um vetor diretor de г); 

2º) determinar o ponto I de interseção de л er; 

3º) calcular a distância por d(P, r) = ІРІП 


А Figura 7.2 ilustra este procedimento. Figura 7.2 
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Distância de Ponto a Plano 
Dado um ponto P e um plano x, quer-se cal- 
cular a distância d(Py, л) de Py ал. Seja А 
um ponto qualquer de 7 e n um vetor normal a 
п. A Figura 7.3 esclarece que a distância d( P, , л) 


é o módulo da projecáo de APo na direção de n. 
De acordo com o visto no Capítulo 2, 
tem-se 


Figura 7.3 


- 


As n 
АР0.--- 
іп! 


Ру, л)= [projz APo| = (9) 


Admitindo-se então ше P) (хо, уо, 20), T: ax + by + cz + а= Ое А(х|,у|,2|) € Л, 


como 
APo = (Xo - Xp Yo -Yp Zo - 21) € La ш E Рет fórmula (3) vem 
Inl ya? +b? +0? 
(a, b, c) 


d(Po, n) = (Xo - Xi. Yo - Yi: 20-21). === 
Ja? +b? +c? 


a(xo - Xj) + b(yo- y) %с(20-2)) 


(Ру, л) = - 


а? +b?+c 
lax + byo + czg - ax, - by, - cz | 
0 0 0 1 1 1 
EET e ND 
а +65 +с 
Como А ел, suas coordenadas satisfazem a equação de m, isto é, 
ax + бу *czj«dzo ` 


d=-ax,-by;-cz; 
Logo, 


laxo +byo +czo + d| 


ya? +b? +c? 


46,, T) E 
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Observemos que a expressão axo + Бур + с20% d se obtém substituindo х, y ez 


no primeiro membro da equação geral de x pelas coordenadas do ponto Р. 


Exemplo 
Calcular a distância do ponto Р, (4, 2, -3) ao plano л: 2x + Зу - 6z + q 0. 
Solução 
2(4) + 32) - 6(-3) + 3 8+6+18+3 
Ав, хус 12095309 -663) 31 [8 +6+18+3] 35 


Ip) 237 + (-6)? 44 * 9 + 36 


Observações 
a) Uma outra forma de calcular esta distância seria proceder assim: 
1º) encontrar equações da reta r que passa por Р, е é perpendicular ao plano л (um 
vetor diretor de r é um vetor normal a 70): E 
2º) determinar o ponto I de interseção de r e m; Po 
3º) calcular a distância рог d( P) , л) = ІРІП. 
А Figura 7.4 ilustra este procedimento. 
b) A fórmula (4) é também aplicada se tivermos 


dados: 
bı) dois planos т e T, paralelos. 
Neste caso: 
d(T, T2 ) = d( P9, л), com Po € Ty Figura 7.4 
ou 


d(T , 75) = d( Po, T1), com Р, єл, 
Б) uma reta r e um plano z paralelos. 
Neste caso: 
(т, х) = d(P, л), com P€ r 


Exemplo 
Calcular a distância da reta 
‚ [Y=2x+3 
T: {z2=2x+1 ao plano л: 4х - 4у + 22-7 = 0 
Solução 


Observemos primeiramente que г // т, pois 
v.n=(1,2,2).(4,-4,2)=4-8+4=0 
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sendo v vetor diretor der e n um vetor normal a л. Então, tomando Р(0, 3, 1) e r, por 
(4) tem-se 
|400) - 43) + 20-7] |42-2-47| 17 


Ма? 03.2 436 6 


Distância entre Duas Retas 
Dadas as retas г е r,, quer-se calcular a distância d(r, ,r,). Podemos ter os seguintes 


«т, л) = (Р, n) = 


casos: 
1) m ег; são concorrentes. P ту 
Neste caso: d(r,,1,) = 0 А 
2) n e r, são paralelas. 
Neste caso: D 
d(rn,r)-d(P, r,),comP e п 
Figura 7.5 


ou 
(0,17) = аб, n)comPe г, 
A Figura 7.5 ilustra esta situação, que se reduz ао cálculo da distância de ponto à reta. 
3) п ег, são reversas 
Seja г, a reta definida pelo ponto A, e pelo vetor diretor vi eareta г; pelo ponto 
А; e pelo vetor diretor va. 


—— 


Os vetores Vj, уз е AJA, , por serem náo-coplanares, 


determinam um paralelepípedo (Figura 7.6) cuja 
altura é a distância d( r; , г; ) que se quer 

2 A, 
calcular (a reta r, é paralela ao 
plano da base do paralelepípedo 
definida por v; e v2). 
O volume V do paralelepípedo 
é dado por A, > 


а) У = (área da base) . (altura) = Iv; X val. d Figura 7.6 
ou também por 
b) V= (vi, v2, АтА„)| (Capítulo 4) 
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Comparando a) e b) vem 


(vi, va, А,А,) 
а-«т,і3--------- (5) 
lvi X val 


Exemplo 
Calcular a distáncia entre as retas 
x=-1+t 


n:1y=3-2 e a 
221124 z=x+1 


Solução 
A reta r, passa pelo ponto A,(-1, 3, -1) e tem a direção de vc (1, -2, -1) e a reta г; 
pelo ponto A, (0, -3, 1) e tem a direção de v2 = (1, 1, -1). 

Então, AjA; = A5 - A = (1, -6, 2)е 


| 57 od 
(v. 9, АА, )=11 1 еә 
1 -6 2 
ij k 
Y xvo=)/|1 2 -|-(3, 0, 3) 
1 1 d 


«(е Т. ) = | ? | gado 9 нэ 3 
"E 16,03) 24,32 As 2 
Observação а 


Uma outra forma de calcular esta distân- P 
cia seria proceder assim: 
1º) encontrar uma equação geral do plano 

x definido pelo ponto A, e pelos veto- 


res diretores v; e у» (o vetor normal a 
T é dado por n = vi Xv»). Como v2 
é vetor diretor de 7, a reta r, é paralela 


a n (Figura 7.7). Figura 7.7 
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2º) calcular a distância por 
д(1|, 15) -4(15,7)-4(Р,7),Р e pr, 
aplicando a fórmula (4). 


Problemas Propostos 
Achar a distância de Р, аР,, nos casos: 
1) BC2,09,1) е Р,(1,-3,2) 
2) Р.(,0, 1) e Р,(2,-1,0) 
Achar a distância do ponto P à reta r, nos casos: 


3) Р(2,3,-1) г:х= 3+1 y = -21 z=1-2t 
4) P(1, -1, 0) rix=2-t y=0 2-і 
5) Р(3,2,1) г:у= 2х 2-х-3 


6) P(0,0,0)  ,. 2. Ra A 


7) PG, -1, 1) r:(x,y, Z) = (2, 3, -1) + (І, -4, 2) 
8) P(1, 2, 3) r:eixo Ox 
9) P(1, 2, 3) r:eixo Oz 


10) Р(1,2,3) rix=1 7--І 
Achar a distância do ponto Р ao plano л, nos casos: 
11) Р(,-1,2) л:2х-2у-2%3-0 


12) Р(3, -1,4) T:x+y+z=0 

13) P(1,3,-6) T:4x-y+z+5=0 

14) Р(0, 0, 0) T:3x-4y + 2020 
x=2+2h+3 

15) Р(1,1,1) T:3y=-1+h+t 
z=2-h 


16) Calcular a distáncia entre os planos paralelos 
T|¡¡X+y+z=4 е п, :2х + 2у+22= 5 
Achar а distância da reta г ао plano 7, nos casos: 

17) їх-443: y=-l+t z=t e Тх-у-21-44-0 


.)Jx=3 
18) r: 122 


19) a е T:y=0 
y=4 
Achar a distância entre rj е ту, nos casos: 
20) n:x=2-t y=3+t z=1-2t 
n:x-t y =-1 -3t 2= 21 


е T:ix+y-12=0 
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21) ц:х-у-?2 ї):усх-4-1 z=2x-1 


22) n:y 22x 2-3 гу : (X, y, 2) = (2, -1, 2) + t(1, -1, 3) 
23) n:x-t«1 y=t+2 z=-2t-2 
n:y=3x+1 z=-4x 
24) n:xz3 y=2 туїХ= у=4 
25) п:х=3 у=4 r, : eixo dos 2. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 19 7)0 13) 0 19) 4 
2) 43 8) 13 14) 4 SEM 
45 
хэт 9) 45 DEA 2125 
gr т Ёл 
10) 4 
PR 16) УЗ 22) 46 
2 2 
7 7 9 23) 0 
T 11) + 17) -- 
5) 5 ) 3 E 
54 12) 243 ТЕЛ 24) 242 
9 Үз E 


25)5 


Cônicas 


As Seções Cônicas 

Sejam duas retas e e g concorrentes em O e não-perpendiculares. 
Conservemos fixa a reta e e façamos g girar 360 graus em torno 
de e mantendo constante o ângulo entre estas retas. Nestas con- 
dições, a reta g gera uma superfície cônica circular infinita for- 
mada por duas folhas separadas pelo vértice O (Figura 8.1). 

A reta g é chamada geratriz da superfície cônica e a reta e, 
eixo da superfície. 

Chama-se seção cônica, ou simplesmente cónica, ao con- 
junto de pontos que formam a interseção de um plano com a 
superfície cônica. 

| Quando uma superfície cônica é seccionada por um plano 

f qualquer que não passa pelo vértice O, a cónica será: 

a) uma parábola, se п for paralelo a uma geratriz da superfí- Figura 8.1 
cie (Figura 8.2(a)); 

b) uma elipse, se т não for paralelo a uma geratriz e intercepta apenas uma das folhas da 
superfície (Figura 8.2(b)) (ou uma circunferência, se л for perpendicular ao eixo). 

c) uma hipérbole, se п não é paralelo a uma geratriz e intercepta as duas folhas da su- 
perfície (Figura 8.2(c)). A hipérbole deve ser vista como uma curva só, constituída de 
dois ramos, um em cada folha da superfície. 
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буз Ээжээ, 


Figura 8.2 


Observação 
As superfícies cônicas apresentadas nas Figuras 8.2 e 8.3 devem ser encaradas como ili- 
mitadas, isto é, constituídas de duas folhas que se estendem indefinidamente em ambos os 
sentidos. 

Se cada um dos planos secantes da Figura 8.2 forem transladados paralelamente até 
chegarem ao vértice O, obteremos as respectivas cônicas “degeneradas” da Figura 8.3: 
(a) uma reta | 
(b) um ponto 
(c) duas retas 


ZLK 
К 


Figura 8.3 
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As cônicas foram de fundamental importância para o desenvolvimento da astronomia, 
sendo descritas na antigüidade por Apolônio de Perga, um geômetra grego. 

Mais tarde, Kepler e Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fenômenos naturais, 
como nas trajetórias de um projétil ou de um planeta. No final deste capítulo estão descritas as 
propriedades de reflexão para cada uma das cônicas com algumas de suas aplicações. 

No Museu de Ciências e Tecnologia da Pontifícia Universidade Católica do Rio 
Grande do Sul encontra-se um experimento que diz respeito às propriedades da reflexão 
anteriormente referidas, chamado reflexão sonora. Trata-se das Parábolas Acústicas. Na 
verdade, são parabolóides constituídos por duas antenas parabólicas metálicas (fotos da 
Figura 8.4). Estas antenas de mesmo tamanho estão perfeitamente alinhadas e dispostas 
uma em frente a outra e separadas por aproximadamente 20 m (para maior nitidez foram 
necessárias duas fotos, razão pela qual a idéia desta distância não foi possível passar). O 
anel metálico num determinado ponto representa o foco da antena. Quando uma pessoa 
fala, emitindo o som próximo ao anel (foto da esquerda), as ondas sonoras refletidas na 
superfície da antena produzem um feixe de ondas paralelas que, ao incidirem na outra 
antena, refletem-se convergindo para o foco (anel) desta. Então, uma outra pessoa com o 
ouvido próximo deste anel (foto da direita) ouve nitidamente a primeira. 


Figura 8.4 
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A Figura 8.4(a) esquematiza o experimento descrito anteriormente. 


20 metros 


Figura 8.4 (a) 


E importante observar que as cônicas são curvas planas e, portanto, tudo o que dis- 
sermos sobre parábola, elipse e hipérbole se passa num plano. 


PARÁBOLA 


Definicáo 


Parábola é o conjunto de todos os pontos de um plano eqüidistantes de um ponto fixo e de 
uma reta fixa desse plano. | 


Consideremos uma reta 4 e um ponto F não pertencente а 4. 
Na Figura 8.5 estão assinalados cinco pontos (P,, P2, V, Pz e P) que são eqüidistantes 
do ponto F e da reta 4, 


Figura 8.5 
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Então, um ponto P qualquer pertencente à parábola, se e somente se, 


ou, de modo equivalente 
АР, F) = d(P, P') (1) 
onde P' é o pé da perpendicular baixada de P sobre a.reta d. 


Elementos 
Pela Figura 8.5, tem-se: 
Foco: é o ponto F. 
Diretriz: é a reta d. 
Eixo: é a reta e que passa por F e é perpendicular a d. É fácil ver pela própria defini- 
ção de parábola que esta curva é simétrica em relação ao seu eixo. 
Vértice: é o ponto V de interseção da parábola com o seu eixo. 


Equações reduzidas 
Seja a parábola de vértice V(0,0). Consideremos dois casos: 


19 O eixo da parábola é o eixo dos y 
Seja P(x,y) um ponto qualquer da pará- 


bola (Figura 8.6) de foco (0,5) e diretriz de 


© 


uacáo у----. 
equação у 2 


A definição de parábola expressa pela 
igualdade (1) é equivalente a 


IFP!-IP'PI 


Como P'(x, D € d, vem 


«-оә-5)- хэн) 


y? ¿Bi _ү\2 Pa 
Je 0) (у 2) ЯС х) +(у+5) 


ou 
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Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos 


(x -0)?+ (y - = (x - y 


ou 
2 2 
2,2 p 2 p 
x^t y^ -ру+——=у*+ру+— 
А PY 4 y +Py 
ou simplesmente, 
х?= 2ру о) 


que é a equação reduzida para este caso. 


Observações 


а) O número real р+0 é chamado parâ- 
metro da parábola. y>0 y<0 
b) Da equação (2) conclui-se: como py>0, p>0 р<0 
o parâmetro р е a ordenada у de Р têm 


sinais iguais (py = 0 se y = 0) e, conse- 

quentemente, se p > O a parábola tem 

abertura para cima e, se p «0, para baixo (Figura 8.7). 
c) O gráfico da equação (2) é simétrico em relação ao eixo dos y pois substituindo-se x 

por -x a equação não se altera, isto é, se o ponto (x, y) pertence ao gráfico, o ponto 

(-x, y) também pertence. 


Figura 8.7 


2º) O eixo da parábola é o eixo dos x Pob 
Sendo P(x, y) um ponto qualquer da parábola (Figura Cp» P(x, y) 


8.8) de foco RE, 0) e diretriz х= -2 obteremos, de forma 


análoga ao 1º caso, a equação reduzida 
г =н к ышы nm 
| у? =2рх (9) | 

Па análise da equação (3) conclui-se imediatamente: 
se p > 0, a parábola tem abertura para a direita e se p « 0, 
para a esquerda (Figura 8.9 a seguir). 


d 


Figura 8.8 
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x>0 х<0 
p>0 р<0 
Figura 8.9 


Exemplos 
Р 1 Я 2 
1) Para cada uma das parábolas x?=8ye х = ET y?, construir o gráfico e encontrar o 
foco e uma equação da diretriz. 


Solução 
а) х2-8у 
Observemos que nesta equação, a cada valor de y, por exemplo, 2, correspondem 
dois valores de x simétricos, no caso, 4 e -4. Logo, os pontos (4, 2) e (-4, 2) pertencem à 
parábola (Figura 8.10). 
Como a equação é da forma 


x?- 2py , tem-se 


Portanto, 
foco: F(0,2) 
diretriz: y = -2 Figura 8.10 
b) A equação reduzida de x =- 


y?= -2x 
Observemos que nesta equação, a cada valor de x, por 
exemplo, -2, correspondem dois valores de y simétricos, no 
caso, 2 e -2. Logo, os pontos (-2, 2) e (-2, -2) pertencem à 
parábola (Figura 8.11). 


Como a equação é da forma y?- 2px , tem-se 


2р--2 
Ps 
p.d 
2 2 


Figura 8.11 
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Portanto, 
foco: Е(- d 0) 
: 2 
A 1 
diretriz: x = — 
2 


2) Traçar um esboço do gráfico e obter uma equação da parábola que satisfaça as condi- 
ções: 
a) vértice V(0, 0) e foco F(1, 0) 
b) vértice У(0, 0) e diretriz y = 3 
c) vértice V(0, 0), passa pelo ponto P(-2, 5) e concavidade voltada para cima. 


Solução y 
a) А equação é da forma 


у2= 2рх (Figura 8.12 - o eixo da parábola é Ox) 520 
Mas, F(,0) | 
Pl ou p=2 9 P 
ou 
2p 24 
Substituindo este valor de 2p na equação acima, obtemos Figura 8.12 
у?= 4х y 
b) A equação é da forma y3 
х2-2ру (Figura 8.13 - о eixo da parábola é Oy) O 4 
Mas / р<0 
р 
---3 ой 2р--12 
2 р 
Logo, a equação é 
х?=-12у 


с) А equação é da forma 
х2=8у (Figura 8.14 — o eixo da parábola é Oy) 
Como P pertence à parábola, o ponto (-2, 5) é uma solu- 
ção da equação, isto é, a afirmação 
(2)? =2p(5) 
é verdadeira. Daí vem 
4 


2p= 5 Figura 8.14 
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e, portanto, a equação desejada é 


4 
2 
x =— 
57 
ou 
5x? -4y=0 


Translação de Eixos 

Consideremos no plano cartesiano xOy um ponto 
O'(h,k), arbitrário. Vamos introduzir um novo 
sistema x'O'y' tal que os eixos O'x' e O'y' te- 
nham a mesma unidade de medida, a mesma dire- 
ção e o mesmo sentido dos eixos Ox e Oy. Assim, 
todo ponto P do plano tem duas representações: 
P(x,y) no sistema xOy e P(x',y') no sistema x'O'y' 


(Figura 8.15) 

Desta figura obtém-se 
Po x-x-«h e ysyak CT 
'ou (4) | 
Lo x'=x-hoe y'=y-k db 


Figura 8.15 | 
que são as fórmulas de translação. 


Outras Formas da Equação de Parábola 

Seja uma parábola de vértice V(h, К) x (0, 0). Consideraremos somente os casos de o eixo 
da parábola ser paralelo a um dos eixos y 
coordenados. 


1?) O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos y 
Com origem no ponto V, tracemos o 
sistema x'O'y' (O'=V) nas condições do que 
foi visto no item anterior (Figura 8.16). 
A parábola em relação a este sistema 
tem vértice na origem e, portanto, sua equa- 
cáo reduzida é 


2 
х' =2ру' | (5) 
Сото рага todo ponto Р da parábola, 
por (4) temos 
x'=x-h e y'=y-k 


Figura 8.16 
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e pela substituição em (5) resulta a equação 


lata (x -h)? =2p(y-k) | 


que é a forma padrão para este caso e referida ao sistema хОу. 
As observações feitas anteriormente com relação ao parâmetro p continuam válidas: 
sep> 0, a parábola está voltada para cima e, estará para baixo, se p < 0. 


2º) O eixo da parábola é paralelo ao eixo dos x 
De modo análogo temos 


(у -k)? =2p(x - h) 


Outras formas da equação da parábola serão apresentadas no próximo exemplo. 


Exemplos 
1) Determinar uma equação da parábola de vértice V(3, -2), eixo paralelo ao dos y e pa- 
râmetro p = 1. 


Solução 
Como o eixo da parábola é paralelo ao eixo dos y, sua equação é da forma 
(x - 1)? 2p(y - k) 
e, neste caso, temos 
(x -3)2= 20X(y +2) 
ou | 
(5-3) -2(у4-2) (6) 
e cujo gráfico é o da Figura 8.17. 
A equação (6) ainda pode receber a forma 
x^- 6x «92 2y «4 
ou 


x^- 6x -2y 45-0 (7) 
que é a Equagáo Geral desta parábola. 
Assim, qualquer parábola cujo eixo coincide ou é paralelo a um dos eixos coordena- 
dos, sempre pode ser representada pela equação geral que terá uma das formas 


Figura 8.17 


х2ьсх дуу! =0| а #0 (8) 


[ьу?+сх+ду+{ - 0, bz0 (9) 


ou 
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Se em (7) isolarmos o valor de y, teremos 
=—xº-3x+— 
d 2 2 


que é a Equação Explícita da parábola deste exemplo. 
Então, sempre que explicitarmos y numa equação do tipo (8) ou x numa equação do 
tipo (9), obteremos a respectiva equação explícita na forma 


2) Seja a parábola de vértice V(4, 2) e foco F(1, 2). Traçar um esboço do gráfico e deter- 
minar sua equação geral. 


ou 


Solução 

a) Um esboço do gráfico: Figura 8.18. 

b) Tendo em vista que o eixo da parábola é paralelo ao 
eixo dos x, sua equação na forma padrão é 


(y-k)?=2p(x - h) 
e como 


h=4,k=2, 2-5 2. 2р= -12, 


a equação acima fica 
(у-2)2--12(х - 4) 
Efetuando as operações indicadas e ordenando, vem 
у2-4у +4 = -12х +48 
ou 
у2-12х-4у-44-0 
que é uma equação geral desta parábola. 


3) Determinar uma equação da parábola da Figura 8.19. 


Solução 
Entre a equação na forma padrão e a explícita, a segunda é 
mais simples para este problema. 

Então, como o eixo desta parábola é paralelo ao dos 
y, sua equação é da forma 


Figura 8.19 


у=ах?+Ьх+с 
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Ora, sendo (0, -1), (1, 0) e (3, 0) pontos da parábola, suas coordenadas devem satis- 
fazer esta equação, isto é, 


-1=a(0)2+b(0)+c 
0=a(D'+b(D+c 
0-a(3)?- b(3) - c 


ou 
c=-1 
a+b+c=0 
9a+3b+c=0 


: КР 1 4 
sistema cuja solução é a = E b ES ec=-1 


Logo, a equação da parábola é 
у= : х?+ 2 х-1 
3 3 


4) Dada a parábola de equação y?+6y -8x +17 = 0, determinar 
a) sua equação reduzida; 
b) o vértice; 
c) um esboço do gráfico; 
d) o foco e uma equação da diretriz; 
e) uma equação do eixo. 


Solução 
a) Iniciemos escrevendo a equação na forma 
y?+6y = 8х -17 


Completemos o quadrado do primeiro membro: 
y?+6y+9=8x -17+9 
Como adicionamos 9 ao primeiro membro, devemos fazer o mesmo com o membro 
da direita. A última equação pode ser escrita 
(y +3)?= 8(х -1) (10) 
que é a forma padráo de uma parábola de eixo paralelo ao eixo dos x. Entáo, se em (10) 
utilizarmos as fórmulas de translagáo 
x'=x-le y'=y+3 
obteremos 
2 
y! = 8х' 
que é a equação reduzida desta parábola referida ao sistema x'O'y', onde O '=V (vértice), 
O'x'//Ox e O'y'//Oy. 
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b) Como a equação (10) é da forma padrão 
(у -k)?°= 2р(х -h) (11) 
onde A e k são as coordenadas do vértice, vem 
imediatamente: V(1, -3). 
c) Um esboço do gráfico: Figura 8.20. 
d) Confrontando (10) e (11) concluímos: 
р, 
2p=8,p=4, a 
e pelo gráfico tem-se 
foco: F(3, -3) 
diretriz: x =-1 
e) Eixo: y = -3 


Figura 8.20 


Equações Paramétricas 
Consideremos a equação reduzida da parábola cujo eixo é o dos y: 
x?= 2py 
Nesta equação, onde x pode assumir qualquer valor real, se fizermos x = t (t é cha- 


Р 12 
mado parâmetro) teremos у= x! А 


Então, equações paramétricas da parábola são, neste caso, dadas por 


———— — —  — a 


| y=Le, te R | | | 
2р 


ЖИ ж-е. A ar ——M———— e Н 


constitui equações paramétricas da parábola com vértice V(0,0) e eixo Ox. 
Com procedimento semelhante, obtém-se equações paramétricas no caso de o vértice 
da parábola não ser a origem do sistema, conforme exemplo a seguir. 


Exemplos 
Obter equações paramétricas da parábola de equação: 


1 
1) х?=— 
) д” 
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2) (у -3)2= 2(х+2) 


Solução 


1) Se fizermos x = t, teremos y — 4t? e, portanto, o sistema 


x-t 
у= 412 


constitui equações paramétricas desta parábola. 
2) Fazendo y - 3 = t, vem y = t + 3. Então 
12=2(х+2) 
ou 
12= 2х +4 


Assim, о sistema 
(2-4 
x= 
2 
y =t+3 
constitui equações paramétricas desta parábola. 


Por outro lado, de y = t + 3, vem t = y - 3, que substituindo na primeira equação 
resulta 


2-4 
i 2 


Xx 


ou 
(у -3)2= 2(х +2) 
que é a equação cartesiana dada inicialmente. 


Problemas Propostos 
Para cada uma das parábolas dos problemas de 1 a 10, construir o gráfico e encontrar 
o foco e uma equação da diretriz. 


2) 
1) х2--4у 4) х2+у=0 7) х2-10у-0 10) x= 
2) y?=6x 5) y?-x=0 8) 2y? -9x «0 
2 
3) у?--8х 6) y+3x=0 9) у-2- 


m HI SS CD [CR ERROR UE 
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Nos problemas de 11 a 26, traçar um esboço do gráfico e obter uma equação da 
parábola que satisfaça as condições dadas. 
11) vértice: У(0, 0); diretriz d: y = -2 
12) foco: F(2, 0); diretriz d: x + 22 0 
13) vértice: V(0, 0); foco: F(0, -3) 


14) vértice: V(0, 0); foco: FC, 0) 


15) foco: F(0, o ; diretriz d: 4y - 1 20 


16) vértice: V(0, 0); simetria em relação ao eixo dos y e passa pelo ponto P(2,-3) 
17) vértice: V(0, 0); eixo y = 0; passa por (4,5) 

18) vértice: V(-2, 3); foco: F(-2, 1) 

19) vértice: V(2, -1); foco: F(5, -1) 

20) vértice: V(4, 1); diretriz d: y + 320 

21) vértice: V(0, -2); diretriz: 2x -3- 0 

22) foco: F(4, -5); diretriz: y = 1 

23) foco: F(-7, 3); diretriz: x + 32 0 

24) foco: F(3, -1); diretriz: 2x - 1 2 0 

25) vértice: V(4, -3); eixo paralelo ao eixo dos x, passando pelo ponto P(2, 1) 
26) vértice: V(-2, 3); eixo: x + 2 = 0, passando pelo ponto P(2, 0) 


Em cada um dos problemas de 27 a 36, determinar a equação reduzida, o vértice, o 
foco, uma equação da diretriz e uma equação do eixo da parábola de equação dada. 
Esboçar o gráfico. 


27) х2-4х--8у-12-0 

28) х2-2х-20у-39-0 

29) у2+4у+16х -44=0 

30) y? -16x+2y+49=0 
2 

31) y == 2x4 

32) x? -12y+72=0 

33) y-x?-4x 42 

34) y z 4x -x? 

35) y? - 12x -1220 

36) 2x? -12x -y «14 -0 
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Nos problemas de 37 a 39, encontrar a equação explícita da parábola que satisfa- 
ça as condições: 
37) eixo de simetria paralelo ao eixo dos y e passando pelos pontos A(-2, 0), В(0, 4) e 
C(4, 0). 
38) eixo de simetria paralelo a x = 0 e passando pelos pontos A(0, 0), B(1, -1) e CG, -1). 
39) eixo paralelo a y = 0 e passando por A(-2, 4), B(-3, 2) e C(-6, 0). 
40) Dada a parábola de equação y =-x?+4x +5, determinar: 
a) о vértice; 
b) as interseções com os eixos coordenados; 
c) o gráfico; 
d) o foco; 
e) uma equação da diretriz. 


Nos problemas de 41 a 44, obter equações paramétricas da parábola de equação 
dada. 


41) у2=-4х 43) (х+ 4 - -2(y - 
42) х2-2у 44) y? - 4у+х+1=0 


Nos problemas 45 e 46, obter uma equação geral da parábola dada por equações 
paramétricas. 
x=1t+1 t? 


y-t 
47) Em que pontos a parábola de vértice V(-2, 0) e foco F(0, 0) intercepta o eixo dos y? 
48) Encontrar sobre a parábola y?- 4x um ponto tal que sua distáncia à diretriz seja 
igual a 3. 
49) Utilizar a definição para encontrar uma equação da parábola de foco e diretriz dados: 
a) Е(-3, 4); 
4: у= 2 
b) Қ(0, 3); 
d:x-2=0 
50) Determinar uma equação da curva gerada por um ponto que se move de modo que sua 
distância ao ponto А(-1, 3) seja igual à sua distância à reta y + 3 = 0. 
51) Encontrar uma equação da parábola e suas interseções com os eixos coordenados, 
sendo dados: 
a) foco: F(0, 0), eixo: y = O e passa por A(3, 4); 
b) foco: Е(0, -1), eixo: x = 0 e passa por A(4, 2). 
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52) Na Figura 8.21, o arco DC é parabólico e o segmento AB está dividido em 8 partes 
iguais. Sabendo que d = 10 m, AD = BC = 50 me AB = 80 m, determinar h, е Но. 


D С 


Аз. 


Figura 8.21 


53) Uma família de parábolas tem equação y=ax? + bx+8. Sabendo que uma delas 
passa pelos pontos (1,3) e (3,-1), determinar: 
a) os pontos de interseção com o eixo dos x; 
b) os pontos de ordenada 15; 
c) equações paramétricas desta parábola. 


54) Dados os sistemas de equações paramétricas 


ЕС x=-t 


e t? 
y=t+3, te [0,8] y=5+3 te[40], 
mostrar que eles representam parte de uma mesma parábola, esboçando o gráfico. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) БО, -), y=1 7) FO, 5), 2y+5=0 
3 : 9 

2) FG: O) 2x+3=0 8) FG.0) 8x+9=0 

3) Қ(-2,0, x=2 9) F(0,4), y+4=0 

1 1 

4) FO, --), у-- 10) ЕС2,0), x=2 

) ЁС 2) у= ) F(-2,0), х 

5) к 0) шаал 11) х2=8 
4” М 4 y 


6) ңс2.9, 4х-3-0 12) у2=8х 
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13) 
14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
27) 
28) 
29) 
30) 
31) 
32) 


33) 


34) 
35) 
36) 


37) 
38) 


39) 
40) 
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х2--12у 20) х2-8х-16у-32-0 
222x 21) y?+4y+6x+4=0 
х2=-у 22) х? - 8х +12у+40=0 
3x?-4y = 0 23) y? - 6y - 8x - 49-0 
4y? -25x 20 24) 4y?+8y -20x 4 39-0 
x2+4x+8y-20=0 25) y?+6y+8x -23=0 
у2+2у -12x+25=0 26) 3х2-12х-16у-36-0 
x2=-8y', V(2, -), Қ-2,-3), у=1, х--2 
х2-20у, V(L-2, F(L3, у--7, х-1 
у= -16х', V(3,-2), F(1,-2), x=7, =-2 
у?-16х, У(3,-), Қ(7,-), х-4, -4 
х2-4у, У(4,-5), Қ(4,-4), у--6, х-4 
х2-12у, У(0, 6), Е(0,9, у-3, х-0 
2 7 9 
х2-у,  V(2,32) Б(2,-—), у=-—, х-2 

y (2,-2), К а) pai 
х2--у, У(2, 4), во, 2) 4у-17-0, х-2-0 
у2-12х, VELO) FQ0) х=-4, y=0" 
х®= гу, Уб, -4), FG). 8y+33=0, x=3 
уы ena 

154 
=X" -—X 
"St 25 
x- E ? +2у-6 

47-22) 


а) V2,9 — b)CL 0), (5, 0), (0, 5) 
d) F(2, 2, е) 4y-37=0 
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NO 46) y2-4x+16=0. 
41) 47) (0,4) e (0,-4) 
“ 48) (2, VB) e (2,- 48) 
x=t 49) a) x?+6x -4у-21-0 
32) ме b) y? -6y+4x+5=0 
2 50) x?+2x -12y 41-0 
х-%-4 51)а) y?- 4x - 4-0, (-1, 0), (0, +2) 
9 ШЕ b) х2-4у-8-0, (42/2,0), (0, -2) 
2 52) h; «20m e h, =32,5m 
E 53) a) (2, 0) e (4, 0) 
44) 2. b) C1, 15) e (7, 15) 


c)x=t+3e y=t?-1 
45) x? -2x -3y -5=0 


ELIPSE 


Definição 


'Elipse é o conjunto de todos os pontos de um plano cuja soma das distâncias a dois pontos! 


Consideremos no plano dois pontos distintos, F e Б, tal que a Р 
distância d(F,, F) = 2с, e um número real positivo a com 2a > 2c. | 

Chamando de 2а a constante da definição, um ponto P pertence 
à elipse (Figura 8.22) se, e somente se, 


dP, E) +d(P, E;) = 2a] (1) 


Figura 8.22 
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Para construir uma elipse-no papel, pode-se proceder como suge- 
re a Figura 8.23: fixam-se dois percevejos em pontos arbitrários Қ e 
F, amarrando-se neles as extremidades de um fio não esticado. Um 
lápis que deixa o fio distendido marca o ponto P. Se fizermos o lápis 
deslizar sobre o papel, mantendo o fio sempre distendido, a ponta 
descreverá a elipse e, portanto, para todo o ponto P da elipse, a soma 
das distâncias d(P,F )e d(P, F,) será sempre igual ao comprimento 
do fio, isto é, um valor constante, que na definição foi denominado 2a. 

Se variarmos as posições de F e F, mantendo fixo o comprimento do fio, a forma da 
elipse irá variar. Assim, quanto mais afastados um do outro estiverem os pontos Қ e F}, tanto 


mais “achatada” é a forma da elipse. Por outro lado, se d(F,, E, ) está próximo de zero, a elipse 
é quase circular e no caso de · = F, , temos a circunferência de centro Ң eraio a. 


Figura 8.23 


Elementos 
Com base na Figura 8.24, tem-se: 
Focos: são os pontos Қ e F. 
Distância focal: é a distância 2c entre os focos. 
Centro: é o ponto médio C do segmento Қ Е,. м 
Eixo maior: é o segmento АА, de 
comprimento 2a (este segmento 
contém os focos). 
Eixo menor: é o segmento B,B, de 


comprimento 2b e perpendicular Figura 8.24 
a А,А, no seu ponto médio. 


Vértices: são os pontos A,, A», Ве B3. 
Pela Figura 8.24 é imediato que B,F, = a pois В,Е + B,F, = 2a (definição de 
elipse) e BF, =B,F,. Logo, do triângulo retângulo B; СЕ, vem 
a^ b^ c? (2) 
Esta igualdade mostra que b «a e c<a. 
Excentricidade da elipse é o número real 


e=£ (0«e«1) 
a 


A excentricidade é responsável pela "forma" da elipse: elipses com excentricidade 
perto de O (zero) são aproximadamente circulares, enquanto que elipses com excentricida- 
de próxima de 1 são “achatadas”. Por outro lado, fixada uma excentricidade, por exemplo, 
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Ї de : ne 5 
e= 2” todas as infinitas elipses com esta excentricidade têm a mesma forma (diferem 
apenas pelo tamanho). 


Observação 
A 1º lei do astrônomo alemão Johannes Kepler (1571-1630) é expressa por: “qualquer 
planeta gira em torno do Sol, descrevendo uma órbita elíptica, da qual o Sol ocupa um 
dos focos”. A maioria dos planetas tem órbitas aproximadamente circuláres, o que signifi- 
ca dizer que suas excentricidades estão perto de zero. 
БӨХ, ээ. Cometa de Halley 

Por exemplo, a órbita da Terra tem excentricidade Sol 
0,02, a de Júpiter 0,05, a de Marte 0,09, para citar 
apenas algumas. Mercúrio e Plutão, cujas órbitas 
elípticas têm excentricidades bem maiores, 0,21 e 
0,25, respectivamente, constituem uma exceção à 
maioria dos planetas. O “campeão” de excentricidade 
no sistema solar parece ser o Cometa de Halley com e = 0,967 (quase 1) e ele leva apro- 
ximadamente 76 anos (período de revolução) para dar uma volta em torno do Sol. A Figu- 
ra 8.25 dá uma idéia das trajetórias da Terra e de Halley com o Sol num dos focos. 

Com a finalidade de obtermos uma equação de elipse, teremos que referi-la ao siste- 
ma de eixos cartesianos. Iniciemos pelos casos mais simples. 


Terra 


Figura 8.25 


Equações Reduzidas 
Seja a elipse de centro С(0, 0). Consideraremos dois casos: 


1?) O eixo maior está sobre o eixo dos x y 
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma elipse 
(Figura 8.26) de focos F (-c, 0) e E, (c, 0). 
Pela definicáo em (1), tem-se 
d(P, FE) + d(P, E;)) = 2a 
ou 
IRPI«IE,PI- 2a 
ou, em coordenadas 
1(х-с,у-0)141(Х -с,у-0)1-2а 


(х су ну? -Ү(х-су- y? =2a 
үх?+ у2+2сх+с? = 2а -үх?- y^-2cx +c? 


( х?+у?+2сх+с°)? = (2a - x^. y? -2cx 4 c? y? 


Figura 8.26 
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х?+ у?+ 2cx 4 c? = 4a? - 4aJ x? y? -2ex «c? +х2+ y? - 2сх «c? 
аух2+у2- 2сх+с2 =a?- сх 


a? (х2+ у2- 2сх+с2) =а“ - 2a?cx + c?x 


2 


a?x?-- a? y? - 2a?cx c a?c? =а“ - 2a?cx + c?x? 


a^x^-c?x^4 a?y?- а“ - a?c? 
(a? _ с2)х2+а2у2= a? (a? ü c?) 


? c?= b? , resulta 


Como por (2) tem-se a 
b?x?.- a? y? a?p? 


Dividindo ambos os membros da equação por a?b? , vem 


que é a equação reduzida para este caso. 


2º) O eixo maior está sobre o eixo dos y 
Observando a Figura 8.27, com procedimento análogo 
ao 1º caso, obteremos a equação reduzida 


2 2 
х у q 
— + =1 
b? a? 
Observacáo 
Como em toda elipse tem-se a » b (ou a? » b?), para saber Figura 8.27 


se a elipse tem seu eixo maior sobre Ox ou sobre Oy, basta obser- 
var onde está o maior denominador (a?) na sua equação reduzi- 


da. Se esse for denominador de х?, o eixo maior está sobre Ox. 
Caso contrário, estará sobre Oy. 
Por exemplo, na equação reduzida 
2 2 
х 
— + 3 =1 
4 9 


o maior denominador é 9. Como ele é denominar de y?, o eixo 


maior da elipse está sobre o eixo dos y (Figura 8.28). No caso, 
temos 


Figura 8.28 
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a^-9  a=3 
b-4 5 5-2 
e, portanto, as intersegóes com os eixos são os quatro pontos (0, +3)e (+2,0). 


Observemos, por outro lado, que se na equação anterior fizermos x = 0, vem y = +3 e 
para y = 0, vem x = +2, o que confirma as interseções com os eixos em (0, £3) e (+2, 0). 


Exemplos 
Nos problemas de 1 a 3, para cada uma das elipses, determinar 
a) a medida dos semi-eixos; 
b) um esboço do gráfico; 
c) os focos; 
d) a excentricidade. 


1) 9х2-25у2-225 


Solução 
a) Para expressar a equação na forma reduzida, dividimos ambos os membros da equação 
por 225: 
9x? " 25y? 225 
225 225 225 


ou 
х? iy 
25 9 


Maior denominador: 25. Logo, а? = 25 e o eixo maior da elipse está sobre o eixo dos x 


porque 25 é denominador de x 
Então, 


а?=25 2: а=5 
Ь?=9 2-3 
b) Gráfico: Figura 8.29 
c) а?=Ь?+с? 
25=9+0? 
с2=16 .. c=4 
Logo, os focos são F (-4, 0) e F, (4, 0) 


c 4 Figura 8.29 
d e="=— id 


a 5 


182 Vetores e Geometria Analítica 


2) 4х? +y? -16=0 


Solução 
a) Conduzindo a equação para a forma reduzida, vem 
2 2 
4х2+у2=16 ou Ep 
4 16 


Maior denominador: 16 (denominador de y? ) 
Logo, 
a^-16 .. a=4 
bow a b=2 
b) Gráfico: Figura 8.30. 
c) a?-b?4c? 
16=4+c? 
с2=12 e c=yi2 Figura 8.30 
Logo, os focos-são Ң (0, - Л2 уе Е,(0, 12) 
à е=©—У1? „2УЗ 43 
a 4 4 2 
3) х2+у2-9=0 


Solução 
a) A forma reduzida desta equação é 
х2 y? 
—+T—=] 
9 9 


Neste caso, tem-se a?= b?=9 e, portanto, a=b=3 
Trata-se de uma circunferência de raio 3. 
b) Gráfico: Figura 8.31. 


с) a?=b?+ c? 


9-9--с? Figura 8.31 
c=0 | 
Portanto, os dois focos coincidem com o centro da circunferência. 


dues ага 
а 3 . 
A circunferência pode ser considerada uma elipse de excentricidade nula. 
4) Uma elipse de centro na origem tem um foco no ponto (3, 0) e a medida do eixo maior 
é 8. Determinar sua equação. 
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Solução 
Como o foco é ponto do eixo do x, a equação desta elipse é da forma 
х2 y 
a po 
Precisamos determinar a e b. Como o eixo maior mede 8, isto é, 
24-8 .. a-4 M | 
Tendo em vista que o centro da elipse é (0, 0) е um dos focos é (3, 0), conclui-se que 
c=3.: 
Mas 


a?=b?+c? 


ou 
16-52-9 .. 2-7 
Logo, a equação procurada é 
24-12 
16. 7 


Outras Formas da Equação da Elipse 

Seja uma elipse de centro C(h, К) + (0, 0). Consideraremos somente os casos de os eixos 
da elipse serem paralelos aos eixos coordenados. 
19) O eixo maior é paralelo ao eixo dos х 


Utilizando uma conveniente translação de 
eixos, obtemos um novo sistema x'O'y' (Figura 


8.32) em relação ao qual a elipse tem centro na 
origem e eixo maior sobre o eixo O'x'. Logo, sua 
equação reduzida é 


х LY 
Pp 3) 
i a 2 b? 

Para expressá-la em relação ao sistema 
original xOy, utilizamos as fórmulas de translacáo 
x=x-h e y=y-k, 

que substituídas em (3) resulta 
“үд ET 
Gc GD. 
a? b? Figura 8.32 


que é a forma padráo para este caso. 
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2º) O eixo maior é paralelo ao eixo dos y 
De modo análogo ao 1º caso, temos 


(x-h)? (у-ю)? 
—————— + = 
b? a? 
Uma outra forma da equação da elipse será apresentada no próximo exemplo. 


1 


Exemplos 


1) Uma elipse, cujo eixo maior é paralelo ao eixo dos y, tem centro C(4, -2), excentricidade 


e => e eixo menor de medida 6. Obter uma equação desta elipse. 


Solução 
Como o eixo maior da elipse é paralelo ao eixo dos y, sua equação é da forma 
(x-h)? (у-к)? 
A Y A = 
b? a? 
comh=4ek=-2, 
Precisamos determinar a e b. 
Mas 
2b=6 .. b=3 
Sendo 


1 


c 1 | а 
е=—=—,ует c=— 
а 2 2 
Ре 
a? b^. c? 
resulta 
| 42. 422, 2,2 
а“-34-(- 
- 
ou 
42 
87-942; donde а2-12 
Logo, а equação da elipse é 
É Sid (у+2)* _ 
9 12 


Se eliminarmos os denominadores, desenvolvermos os quadrados e ordenarmos os 
termos, obteremos outra forma da equação da elipse: 


4(x? - 8x +16) + 3(y?+ 4y + 4) =36 


1 
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ou 

4x? - 32x + 64 - 3у2+12у 412 -36 -0 
ou 

4х2+3у2 - 32x +12y+40=0 
que é uma equação geral desta elipse. 


Assim, qualquer elipse cujos eixos estão sobre os eixos coordenados ou são paralelos 
a eles, sempre росе ser A por uma equação geral que terá a forma 


Щщ ах 2+ъу? tox+dy+f=0 /— t 


—OAA————— QA ÀA E: к M mn n—— À 


com a e b de mesmo sinal. Em particular, quando a = b esta equação poderá representar 
uma circunferéncia. 


2) Dada a elipse de equação 4х2+ 9y? - 8x - 36y + 4 = 0, determinar: 


a) sua equacáo reduzida; d) os vértices; 

b) o centro; €) os focos; 

C) o gráfico; f) a excentricidade. 
Solução 


a) Iniciemos escrevendo a equação na forma 

(4x? - 8x) + (9y? - 36y) =-4 
ou 

A(x? - 2x) + 9(y? - 4y) = -4 
onde agrupamos os termos de mesma variável e evidenciamos os fatores 4 e 9 para facili- 
tar a construcáo dos trinómios quadrados nestes dois parénteses. Entáo temos 

4(х2 - 2х +1) - 9(y? - 4y +4) = -4+ A(1) +9(4) 
ou 

4(x -1)?+ 9(y - 2? 2 36 
e dividindo ambos os membros por 36, resulta 

2 гөү? 
a, (y-27 , | 4 
9 4 

que é a forma padrão da elipse de eixo maior paralelo ao eixo dos x. Utilizando em (4) as 
fórmulas de translação 

x-x-l e y'=y-2 
obtemos 


A dus ien 
9 4 


que é a equação reduzida desta elipse. 
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b) Como a equação (4) é da forma padrão 
x-h)? (у-к)? 
------4 = 

a 2 b 2 
onde h e k são coordenadas do centro, 
vem imediatamente: C(1, 2). 


1 (5) 


c) O gráfico: Figura 8.33. 


d) Confrontando (4) e (5), concluímos: 
а2-9 . a=3 
b?-4 .. b=2 

e pelo gráfico tem-se: 

A¡(2,2) e А,(4,2) 
B, (1, 0) e B,(1,4) 

e) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 

De a?=b?+c? 


Figura 8.33 


ou 9=4+c?, vem c - J5 e, portanto, os focos sáo: 
Б4-45,2) e Б,1--4/5,2) 

45 

3 


e c 
f) Excentricidade: e=— = 
a 


Equações Paramétricas : 
NR pe 
Consideremos a elipse de equação RI —]. Tracemos 
a 


a circunferéncia de centro O e raio igual ao semi-eixo mai- 
or a da elipse (Figura 8.34). 
Seja P(x,y) um ponto qualquer desta elipse. A reta 
que passa por P e é paralela ao eixo dos y, intercepta a 
circunferéncia em A e o raio AO determina com o eixo dos 
x um ângulog . | 
Do triângulo A'OA vem Figura 8.34 
ОА'= OA.cos 


ou 
x=acos0 
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Como x é abscissa de um ponto da elipse, a ordenada y do mesmo ponto é calculada 


substituindo o valor de x na equação da elipse: 
2.4 
(a 2 0) " x E 
a b 


donde 


у? 
2 21-cos? Ө = sen? Ө. 
b? 


у = bsen Ө | 


Observemos que, рага cada valor de Ө corresponde um e um só ponto Р da elipse е, 
quando Ө varia de 0 a 27, o ponto P parte de (а, 0) e “descreve” a elipse no sentido anti- 
horário. Então, Ө é o parâmetro e o sistema 


|, а со$ 0<0<2л (6), 


y=bsend &— лы іл ы TEM RUE, 


.-. мэн». жо dai ct өмчийн, 
i 


constitui equações paramétricas dessa elipse. 


Observações 


х y ON 2 
a) Das equações (6) vem — = cos ð е — = ѕепӨ e, portanto, — = cos 0e = = sen 0. 
а b as, b 
Somando membro a membro, resulta 
х? y 
ES =1 (1-сов?0--веп 0) 
а b? 
que é a equação da elipse dada inicialmente. 
2 2 
b) No caso da elipse ser = + ын =1 (eixo maior sobre Oy), suas equações paramétricas são 
dem a 


x=bcos6 
|, = азеп Ө | 
с) Quando o centro da elipse for C(h, К), pela translação de eixos obtemos 
2. ра чу, 


(eixo maior paralelo a Ox) 
у - К = bsenO y-k-bsenO . I 


x=h+bcos0 ,- . 
(eixo maior paralelo a Oy) 


у= К+аѕеп Ө 
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d) O sistema de equações 
х =аѕеп Ө 
0<0<2n 

y =bcos0 


descreve de outra forma a mesma elipse dada pelo sistema (6), porém, neste caso o ponto P 
parte de (0,b) e “descreve” a elipse no sentido horário. 


Exemplos 
Obter equações paramétricas da elipse de equação: 
1) 16х2+ 25у2= 400 


2) 9x?- 4y? - 54х +16у+61= 0 


Solução | 
1) A forma reduzida de equação 16x ?-- 25у2= 400 é 
E 
8 + Pad zl 
25 16 
e, portanto, a = 5 e b = 4. Logo, 
x=5cos0 
y = 4senO 
são equações paramétricas desta elipse. 


2) A forma padrão de 9x?+4y? - 54x +16y+61=0 é 
(х -3)? +? 
4 9 
e, portanto, o centro da elipse é (3, -2), sendoa = 3eb = 2. 
Logo, 
x=3+2 cos0 
у= -2 + Зѕеп Ө 


= 1 (a cargo do leitor) 


(7) 


são equações paramétricas desta elipse. 
Por outro lado, das equações (7) vem 


2 =соѕ0 e Y sen 


Elevando ao quadrado ambos os membros das duas equações, temos 


EV. 2 
EL cose e E 
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Somando membro a membro resulta 


(х -3) (*2* _ 
4 9 
que é a equação da elipse na forma padrão dada anteriormente. 


1 (l=cos?0+sen?0) 


Problemas Propostos 
Em cada um dos problemas de 1 a 10, esboçar o gráfico e determinar os vértices A, e 
А», os focos e a excentricidade das elipses dadas. 


1) RC Y ud 6) 4х2+9у2= 25 
25 4 
2) 25х2-4у2-100 7) 4х?+у?=1 
3) 9х2+16у2-144=0 / 8) 4х2425у2-1 
4) 9x?-5y?-45 20 9) х2%2у2-5-0 
5) х2+25у2= 25 10) 9х2+25у2= 25 
11) Esboçar o gráfico de uma elipse de excentricidade 
1 1 3 
a) 2 b) 3 c) E 


Em cada um dos problemas de 12 a 19, determinar uma equação da elipse que 
satisfaça as condições dadas. Esboçar o gráfico. 


12) focos F; (-4, 0) e E; (4,0), eixo maior igual a 10; 
13) focos F; (0,-5) e E, (0,5), eixo menor igual a 10; 
14) focos F(+3, 0) e vértices A(+4, 0); 


15) focos F(0, +3) e excentricidade 2 x 


16) vértices A(+10, 0) e excentricidade 2 


17) centro С(0, 0), eixo menor igual a б, focos no eixo dos х e passando pelo ponto 
(-245, 2); 

18) vértices A(O, +6) e passando por P(3, 2); 

19) centro C(0, 0), focos no eixo dos x, e= i e passando por P(2, - 2) 


Em cada um dos problemas de 20 а 27, obter uma equação da elipse que satisfaça 
as condições dadas. 


20) centro C(1, 4), um foco F(5, 4) e excentricidade 5, 
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21) eixo maior igual a 10 e focos F¡(2, -1) e E; Q, 5) 


22) focos Fi(-1, -3) e E, (-1, 5) e excentricidade 2; 


23) focos F¡(-3, 2) e Е,(3,2) e excentricidade 2 


24) vértices A,(-7, 2) e А, (-1, 2) e eixo menor igual a 2; 


25) centro C(0,1), um vértice A(0,3) e excentricidade S : 


26) centro C(-3, 0), um foco F(-1, 0) e tangente ao eixo dos y; 
27) centro C(2, -1), tangente aos eixos coordenados e eixos de simetria paralelos aos ei- 
xos coordenados. 
Em cada um dos problemas de 28 a 33, determinar a equação reduzida, o centro, 
os vértices A, е A,, os focos e a excentricidade das elipses dadas. Esboçar o gráfico. 


28) 9x?+16y? - 36x +96y+36=0 
29) 25х2+16у2+ 50x + 64у - 311=0 
30) 4x2+9y? - 24x +18у+9 = 0 
31) 16x2+y2+64x - 4y+52=0 
32) 16x?+9y? - 96x + 72у +144 = 0 
33) 4х2+9у2 - 8х - 36у+4= 0 
Nos problemas de 34 a 39, obter equações paramétricas da elipse de equação dada. 


34) х2+4у2= 4 37) Ax -1)2+ 25(у +1)2= 225 
35) х2+у2=36 38) 49(х+7)2+у2=7 
36) 9х2+16у2=1 39) 4x?4+9y? - 54у +45 =0 


Nos problemas de 40 а 43, obter uma equação geral da elipse dada por equações 
paramétricas. | i | 


x=5c0s8 х-2-.4со50 
40) 42) | 
у=5епӨ y=3+2sen6 
= Ө = 
41) E cos 43) x У2 cos 
у = Зѕеп Ө | y =-1+sen0 


44) Determinar os focos da elipse de equações x =4+3cost e y =-2+5sent. 


45) Determinar uma equação da curva gerada por um ponto que se move, de modo que a 
soma de suas distáncias aos pontos (4, -1) e (4, 7) seja sempre 12. 


46) 


47) 


48) 


49) 


50) 


Respostas de Problemas Propostos 
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Determinar uma equação da curva gerada por um ponto que se move, de modo que 
sua distância ao ponto A(3, -2) seja igual à metade de sua distância à reta y -2 = 0. 
Determinar uma equação da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre o eixo dos y, 


sabendo que passa pelos pontos Р(1, Ла )еО(2,- 242 ), 
Encontrar uma equação da elipse de centro (0, 0), eixo maior sobre Ox, excentricida- 
de 5 e que passa pelo ponto (2, 3). 


Determinar uma equação das circunferências inscrita-e circunscrita à elipse de equa- 
ção dada. 


a) 16x?+ у2-16-0 
b) 4х2+9у2 - 32x +36y+64=0 
Um satélite de órbita elíptica e excentricidade i viaja ao redor de um planeta situado 


num dos focos da elipse. Sabendo que a distáncia mais próxima do satélite ao planeta 
é de 300 km, calcular a maior distância. 


1) А(+5,0), Е(%У21,0), QM 6) AG. 0), T 0), 2-35 
2) А(0,+5), F(0, + 5/21), IM 7) A(0, +1), "m eE 
3) A(+4,0), F(E47, 0), шалт 8) Al, 0), қа o, e= У21 
| 4 2 10 5 
4) А(0,%3), F(0,+2), 2-2 9) PS 5, 0), ү; ‚ 0), X 
5) А(%5,0), F(+246, 0), I 10) AG. 0), наз ‚ 0), I 
11) a) Existem infinitas, todas elas com a = 2c e b=cxV/3 
x? 2 
12) 9х?+25у?=225 16) 24325 
100 75 | | 
13) 2x%+ y? -50=0 17) x2+4y2-36=0 О, A 
2 
14) 7х2+16у2 -112=0 18) ы 
81 36 
15) 4х2-у2-12-0 19) 5х2-9у2-45-0 
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20) 
21) 
22) 
23) 


28) 


29) 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


40) 
41) 
44) 
45) 
48) 
49) 


50) 
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5x?+9y? -10x - 72y -31=0 24) х2+9у2+8х - Збу+43 = 0 
25x2+16y? -100x - 64у -236=0 25) 4х2+у? -2у-3=0 
9x?+5y?+18x - 10у -166= 0 26) 5х2+9у2+30х =0 

Зх? + 4y? -16y-92=0 27) x?+4y? -4x+8y+4=0 
x? y? 57 


eg 7100.3. A, (2, 3) A3 (6, -3), F(2+7,-3), а 
x" Y^ 1 CC1,-2, А|Ч,ЛУА, 1,3), F (1, -5), E, C1, 1), 2 
16 25 | | e 


х? у? 45 


t.p CG, 1), A,(6, -1), А, (0, -1), FG + W 5,-1), 223 


9 
12 
e =1, CC2, 2), A,C2, -2), A,C2, 6), F(-2, 2+ V15), e = 22 
- m = 1, CG, -4), A; (3, -8), А ,(3, 0), F(3, -4 t JT), e= 2 
- E. =1, C(L 2), A, C2, 2), Ao (4,2), F1 5, 2), e = xd 
l J 
== 7 
o x=-—cos6 EAN cor 
b - 36) jg 15 cos 
=sen 
y Peq y=7seng 
х = бсо$Ө х-1--5со50 x=3c0s0 
37) 39) 

y = бѕеп Ө | у = -14+3sen Ө y =3+2sen0 
x2+y?-25=0 42) x?+4y? -4x - 24y +24 =0 
9х2-у2-9-0 43) x?^-2y^-4y «0 
(4,2) e (4,-6) 46) Ax?-- 3y? - 24x + 20y - 48-0 
9x? 5y?- 72x -30y -9 20 47) 2x?» y?-16 
3x?4 4у2= 48 


а) х2+у2=1 e х2+у2=16 
b) x 24 y? -8x +4y +16 = 0 e x 2-у? -8x+4y+11=0 
600 km 
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HIPÉRBOLE 


Definição 


Hipérbole é éo conjunto o de todos os pontos de um plano cuja diferença das distâncias, em: em: 
valor : absoluto, a dois pontos fixos desse plano é constante. — 


ыы. айсы ыза Да 1 


Consideremos no plano dois pontos distintos F e - 
Е, tal que a distância d( F ,F,) = 2c e um número real 
positivo a de modo que 2a « 2c. 

Chamando de 2a a constante da definição, um ponto 
P pertence à hipérbole (Figura 8.35) se, e somente se, 


Iac. R) - a(P,B,)| = 24] (1) 


Como se vê, a hipérbole é uma curva com dois ra- 
mos. Na verdade, pela equação (1), um ponto P está na Figura 8.35 
hipérbole se, e somente se, 
d(P, E) - d(P,F,) = 32a 
Para possibilitar um traçado bem melhor da hipérbole e tecermos considerações a 
respeito de seus elementos, faremos a construção da Figura 8.36 a seguir explanada. 


Figura 8.36 


Consideremos no plano dois pontos quaisquer Б e E, com d(F, ,F,) = 2c. Chamando de C 
o ponto médio do segmento РЕ» , tracemos uma circunferência de centro C e raio с. 

Tomemos um valor arbitrário a, a « c; e marquemos sobre Қ Е,, a partir de C, os 
pontos A, e А; tais que d(C, A,) = d(C, A, ) = a. Por estes pontos tracemos cordas per- 


pendiculares ao diâmetro Қ Е,. As quatro extremidades destas cordas são os vértices de 
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um retângulo MNPQ inscrito nesta circunferência. Tracemos as retas r e s que contêm as 
diagonais do referido retângulo e, por fim, a hipérbole conforme a figura. 
Com base nesta figura temos os elementos da hipérbole. 


Elementos 
Focos: são os pontos Қ e F. 


Distância focal: é a distância 2c entre os focos. 
Centro: é o ponto médio C do segmento Қ E;. 


Vértices: são os pontos A € A». 
Eixo real ou transverso: é o segmento АА, de comprimento 2a. 
Observemos que os pontos A, e A, são pontos da hipérbole porque satisfazem a 
definição (1). Na verdade, para A,, tem-se 
d(A,,F)=c-a e d(A¡,F,)=a+c 


ld(A,, F) - d(A,, F, )| = |-2а| = 2a. 
Eixo imaginário ou não-transverso: é o segmento B,B, de comprimento 2b, com 
ВВ, LA,A, emC. 
Observemos que o retângulo MNPQ tem dimensões 2a e 2b, sendo a a medida do 
semi-eixo real e b a medida do semi-eixo imaginário. Ainda, do triângulo C A; M obtemos 
a relação 


| c? =a? 4p? _ | 
de larga aplicação nos problemas de hipérbole. 

Assíntotas: são as retas r e s. 

As assíntotas sáo retas das quais a hipérbole se aproxima cada vez mais à medida 
que os pontos se afastam dos vértices. Esta aproximação é “contínua” e “Jenta” de forma 
que a tendência da hipérbole é tangenciar suas assíntotas no infinito. Naturalmente, esta 
particularidade das assíntotas constitui um excelente guia para traçar o esboço do gráfico. 

Com o que já vimos na construção da hipérbole, esta fica determinada quando se 
conhece o centro C e os valores a eb (ou a ec ou Бес). De fato, a partir destes elementos, 
constrói-se o retângulo MNPQ e, consegiientemente, as assíntotas r e s, e daí, os dois ra- 
mos da hipérbole. | | 

O ângulo 6 assinalado na figura é chamado abertura da шрерое 

Chama-se excentricidade da hipérbole o número 

c 


е-- 
а. . 


e por ser c » a, tem-see > 1. 
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A excentricidade da hipérbole está intimamente relacionada com a sua abertura. 
De fato: se na Figura 8.36 tivéssemos tomado um valor para “a” menor do que o 
anterior, o novo retângulo MNPQ seria mais “estreito” e, em conseqüéncia, a abertura Ө 


seria maior. 


“а ” 


ESTE с 
Ora, diminuir o valor de “a” (mantendo c fixo) signifca aumentar o valor de e = — 
a 


Assim, quanto maior a excentricidade, maior será a abertura, ou seja, mais “abertos” 
estarão os ramos da hipérbole. 

Quando a = b, o retângulo MNPQ se transforma num quadrado e as assíntotas serão 
perpendiculares (Ө = 90º). A hipérbole, neste caso é denominada “hipérbole egiiilátera”. 


Equações reduzidas 
Seja a hipérbole de centro C(0, 0). Consideraremos dois 
casos: 


1º) O eixo real está sobre o eixo dos x. 
Seja P(x, y) um ponto qualquer de uma hipérbole 
(Figura 8.37) de focos Қ (-c, 0) e E, (c, 0). 
Pela definição em (1), tem-se 
Jd(P, F, ) - d(P,F, )| = 2a 


ou, em coordenadas 
2 2 2 2 
+e) +(y—0)” - -0) 4(у-0) | = 2 
Go) (y – 0)? -y(x - с)2+ (у - 0) | а Figura 8.37 


Com procedimento de simplificação análogo ao que foi usado na dedução da equação 


da elipse, e lembrando que c? = a? +b?, chegamos à equação 
p q g equaç 


que é a equação reduzida para este caso. 
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29) O eixo real está sobre o eixo dos y 


Observando a Figura 8.38, com procedimento análogo 
ao 1º caso, obtemos a equação reduzida 


Xt cd 
a? ы” 
Figura 8.38 
y 
Exemplo 


A partir de um caso particular, seráo feitas 
algumas observações. Seja a hipérbole da 
Figura 8.39, 

Sua equação reduzida é 


x^ y 
coups 2 
9 4 ши 


onde a?=3? =9 e 


b?= 2? =4 


Figura 8.39 


Observações 
a) É imediato que os vértices são A,(-3, 0) е А, (3, 0). Estes também seriam obtidos 


2 
fazendo y = 0 na equação (2), donde resulta =з =] ou x = +3, que são as abscissas 
dos vértices. 

à 
Por outro lado, se na equação (2) fizermos x = 0, obteremos - e =1 ou y? «4, 


que é uma equação impossível no conjunto dos reais. Isto signifca que a hipérbole não 
corta o eixo dos y. 


b) Como a equação apresenta somente potências pares de x e y, a hipérbole é simétrica em 
relação ao eixos coordenados e em relação à origem. 
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Por exemplo, o ponto P (6, 12) pertence a esta hipérbole por ser verdadeira a afir- 


mação 


2 2 
€ (412) =1 ou 4-3-1 
9 4 


e, da mesma forma, também pertencem os pontos Р, (6, - 412 2) (simétrico de Р, em rela- 
ção a Ox), P;(-6, 412 2) (simétrico de P, em relação a Oy) e Р, (-6, 2112 2) шаадаг 4е 
P, em relação à origem). 

C) As assíntotas r e s são retas que passam pelo centro da hipérbole, no caso, a origem do 


sistema. Logo, suas equações são do tipo 
y = mx, sendo m a declividade. 


A assíntota r tem declividade m, = B = 2 
а 
р M b 2 
e a assíntota s tem declividade m, =-— = E 
a 


Portanto, as assíntotas têm equações 
y= X e у=-—Х 
3 | 3 
27 13 


Quando a equação da hipérbole é da forma ын - E =1, as declividades das: assín- 
a d$ 


= а 
totas serão m = zs 


Exemplos 
Nos problemas 1 e 2, determinar, para cada uma das hipérboles: 
a) a medida dos semi-eixos; 
b) um esboço do gráfico; 
C) os vértices; 
d) os focos; 
e) a excentricidade; 
f) as equações das assíntotas; 


1) х2-4у2-16-0 


Solução 
a) Passando esta equação para forma reduzida, obtém-se 
2 42 
x? - 4y?- -16 ou PA шэн | 
4 16 
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que representa uma hipérbole com eixo real sobre Oy. 
Então, а2-4 . а=2 
b^-16. 2: 8534 
b) O gráfico com assíntotas: Figura 8.40. 
c) Vértices: A,(0, -2) e А, (0, 2) 
ou А(0, +2). 


d) Para determinar os focos, precisamos do valor de c: 
c?-a?4 p? Figura 8.40 
c?- 4416 
с= 4/20 = 24/5 
Focos: Е (0, -24/5) е Б(0, 24/5). 


e) Excentricidade: е = ын 25 = 45 


а 
й 1 а 2 1 
f) Assíntotas: y = ох (pois Т = 173 ) 
2) x? -y?=4 
Solução 
a) Passando para a forma reduzida, obtém-se 
х? y 
TS A. 


que representa uma hipérbole com eixo real sobre Ox. 
Então, a2=b2=4 .. a=b=2 (hipérbole eqüilátera) 
b) O gráfico com assíntotas: Figura 8.41. 
c) Vértices: A,(-2, 0) e A, (2, 0) 


d) с?=а?+ь? 
с?=4+4 
с-48-242 


Focos: Е (- 242,0) e E (242, 0). 


e) Excentricidade: e = Co 22 = J2 
a 


f) Assíntotas: y = +х (pois 4 = 5 =1) Figura 8.41 
а 


Cap. 8 Cônicas 199 


Observemos que, em toda hipérbole eqüilátera, a excentricidade é sempre igual a 42 
e as equações das assíntotas são sempre iguais a y = + х. 


3) Uma hipérbole tem focos em Қ (-5, 0) e E; (5, 0) e a medida do eixo real é 6. Determi- 
nar sua equacáo reduzida. 


Solução 
Tendo em vista que os focos são pontos do eixo dos x, a equação desta hipérbole é da forma 
С 
а 5 р 2 


па qual precisamos determinar а е Б. 
De F(+5, 0), vem с = 5 (distância de cada foco ао centro). 
O eixo real mede 6, isto é 2a = 6. Logo, a = 3. 


De c?=a?+b? ou 25=9+b?, vem b? =16. 


Portanto, a equação procurada é 


x? у? 


=] 
9 16 


Outras Formas da Equação da Hipérbole 
Seja uma hipérbole de centro C(h, k) = (0, 0). Consideraremos somente os casos de os 
eixos da hipérbole serem paralelos aos eixos coordenados. 


19) O eixo real é paralelo ao eixo dos х 
Com procedimento análogo ao que foi visto 
para a elipse, resulta a equação 
% 


andy (-M* | 


| а? b? ' 


A стил, чирэн 


que é a forma padrão para este caso (Figura 8.42). 


2°) O eixo real é paralelo ao eixo dos y 
De igual modo ao 1º caso, temos 


гоо 
(y-? (х-һ)? _ 
| a? p? B ; Figura 8.42 


Exemplos 
1) Determinar uma equação da hipérbole de vértices A, (1, -2) e А, (5, -2), sabendo que 
F(6, -2) é um de seus focos. 


200 Vetores e Geometria Analítica 


Solução 
Em função dos dados do problema, esboçamos o gráfico desta 
hipérbole (Figura 8.43) 

Sendo o eixo real А А, paralelo a Ox, a equação da hipér- 
bole é da forma 


(ХН) (ydo n 


a? b? 
O centro é o ponto médio de A MR CQ, -2). 
É imediato que: a = d(C, A|) = e c=d(C, Б) = 3 
Da relação c?=a?+b? ou 9 = HE , vem b?- 5. Figura 8.43 


Logo, uma equação da hipérbole é 
(х -3)2 (у+2)? 
4 5 
Eliminando os denominadores, desenvolvendo os quadrados e ordenando os termos, 
encontramos 
5(х? - 6x +9) - 4(у? +4y+4)=20 
-30x +45 - Ay? - 16у -16- 20-0 
5x? - 4y? -30x -16y «9-0 
que é uma equação geral desta hipérbole. 


Assim, qualquer hipérbole cujos eixos estejam sobre os eixos coordenados ou são 
цасан a eles, Sempre pons ser "representada por uma equação geral que terá a forma 


. ax? | by? +‹ +ex+dy+f = 0 


e. ааа > А v dms. 7; m 


=] 


com a e b de sinais contrários. 


2) Dada a hipérbole de equação 9x? - 4y? - 54x + 8y +113 = 0, determinar 


a) sua equacáo reduzida; d) os vértices; 

b) o centro; e) os focos; 

c) um esboço do gráfico; f) a excentricidade. 
Solução 


a) Iniciemos escrevendo a equação n na forma 
(9x? - 54x) - (Ay? - 8y) = -113 
ou 
9(x? - бх) - 4(у? - 2у) = -113 
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onde agrupamos os termos de mesma variável e evidenciamos os fatores 9 e 4 para facili- 
tar a construção dos trinômios quadrados nestes dois parênteses. Então, temos 
9(x? - 6х +9) - 4(y? -2у+1) =-113+9(9) - 4(1) 
ou 
9(х - 3)? - 4(у - 1)2= -36. 
e dividindo ambos os membros por -36, resulta 
_1\2 _ау2 
GD (к-37 , 23 
‚9 4 | 
que é a forma padrão da hipérbole de eixo real paralelo ao eixo dos у. Utilizando em (3) as 
fórmulas de translação 
x=x-3ey=y-l 
teremos 


9 4 
que é a equação reduzida desta hipérbole. 
b) Como a equação (3) é da forma padrão 
-k)? (x-h)? 
OE ? ur =1 (4) 
a b 
onde A e k são as coordenadas do centro, vem imediatamente: C(3, 1). 
c) Um esboço do gráfico: Figura 8.44. 
d) Confrontando (3) e (4), concluímos: 
а2=9 . a=3 
52:42: b=2 
e pelo gráfico tem-se: 
А(68, -2) е А,(3,4) 
e) Para determinar os focos precisamos do valor de c. 
Da relação 


c?=a?+b? ou с2=9+4 


vem c = 413 e, portanto, os focos são 


F (3, 1- 413) e E, G, 1+ 413) 


f) Excentricidade: e — Се ШЕ 
а 


Figura 8.44 
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Equações Paramétricas 


Consideremos a hipérbole de equação 5 - y = 1, Escrevendo esta equação como 
81» s 
a b 
significa dizer que Že - são números reais cuja diferença de seus quadrados é sempre 
igual a 1. : 
Se na identidade 


sen? 0-cos?0 =1 
dividirmos ambos os membros por cos? 0 +0, obtemos 
sen? 0 1 


cos? Ө cos? Ө 


sen 9 Y tY 
+1= 
cos 0 cos 0 
Como seno =tan9 e l 
cos 0 


ou 


=sec0, vem 


sec? Ө - tan? 0-1 
Portanto, confrontando esta equação com a equação da hipérbole em (5), podemos 
fazer 


3 seco e Y =tan6 
a b 


г : л VIE WP 
e daí concluir que para o parâmetro 0,0 € 0 € 27, excluídos 7 e E o sistema 


эж, ermida —————— À——————À КЕЕ M 2.2. com mms --- s 


E = аѕесӨ | 


A A AM IO 


constitui equações paramétricas dessa hipérbole. 


? лт р Я 24-33 T 
Quando Ө percorre o intervalo ї 25] será descrito o ramo direito da hipérbole 


(x 2 a) e quando percorre o intervalo (22) o ramo esquerdo (x S -a). 


чип 


„Сар. 8 Сдтсав 203 


Observações 
a) No caso da hipérbole ser Е - 5 =] (eixo real sobre Oy), suas equações paramétri- 
cas são | 
|х = btan8 
E = азесӨ 


b) Quando o centro da hipérbole for C(h, К), aplicando а translação de eixos, as equações 
paramétricas são | 
a рати 


y =k+btan0 у= К +аѕесӨ 


conforme о eixo real seja paralelo а Ох ou Oy, respectivamente. 


Exemplos 

Obter equações paramétricas da hipérbole de equação: 
1) 4x?-9y? -36«0 

2) x?-3y?+8x+12y -13=0 


Solução 
1) A forma reduzida da equação 4х2-9у2-36-0 é 
x? у? 
9 4 
e, portanto, a = 3e b = 2. Logo, 
( = 35есӨ 


у= 2tanO 


são equações paramétricas desta hipérbole. 
A Figura 8.45 apenas indica pontos da tabela para alguns ângulos no intervalo 
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он wla ala ẹja о 


Figura 8.45 


2) A forma padrão de x?- 3y?-- 8x +12y-13=0 é 


e 


(х+4)2 (y-2) 

жаа 
portanto, o centro da hipérbole é (-4, 2), sendo a=3e b= 3 
Logo, 
" —-4-3secO 


y -24- 43 tan8 


= ] (a cargo do leitor) 


são equações paramétricas desta hipérbole. 


Pro 


blemas Propostos 


Em cada um dos problemas de 1 a 12, esboçar o gráfico e determinar os vértices, os 
focos, a excentricidade e equações das assíntotas das hipérboles dadas. 


1) 


3) 
3) 
7) 
9) 
11) 
13) 


2 2 2 2. 


2 
16x? - 25у? - 400 20 4) 9x? -16y?- 144 
4х? - 5у2+20= 0 6) х2-2у2-8=0 
х2-4у2+16=0 > 8) x?- y?-1 - 
у?-х?=2 10) у е 
x? -9y?=1 12) 2y?-4x?-1 


Esbogar o gráfico de uma hipérbole (com suas assíntotas) de centro (0, 0), eixo real 
sobre Ox e excentricidade 


5 3 
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Em cada ит dos problemas de 14 a 37, determinar uma equação аа hipérbole que 
satisfaça as condições dadas. Esboçar o gráfico. 
14) focos F(+5,0), vértices A(+3,0); 
15) focos F(0, +3), vértices A(O, +2); 
16) focos F(0, +4), eixo real de medida 2; 


17) focos Е(+8, 0), excentricidade $, 


18) vértices А(0, +5), excentricidade 2; - 

19) vértices A(0, +2), distância focal 2411 Н 

20) focos F(+4, 0) e que seja hipérbole eqüilátera; 

21) focos F(+5, 0), eixo imaginário medindo 4; 

22) centro С(0, 0), eixo real sobre Oy, b = 8, excentricidade 2 я 


23) vértices A(t4, 0) е passando por Р(8,2); 

24) vértices A(+3, 0) e equações das assíntotas y = +2х; 

25) vértices А(0, +2) e equações das assíntotas y = + х: 

26) focos F(+3, 0) e equações das assíntotas y = tx; 

27) centro C(3, 2), um vértice A(1,2) e um foco F(-1, 2); 

28) vértices em (3, -2) e (5, -2) e um foco em (7, -2); 

29) vértices em (2, -4) e (2, 0) e um foco em (2, -2+ АЗ ); 

30) vértices em (5, -1) е (5, 5) e excentricidade 2; 

31) focos Қ (3, -2)e Б,(3, 4)e excentricidade 2; 

32) focos F (-6, 1) e E; (0, 1) e eixo real medindo 4; 

33) centro C(5, 1), um foco F(9, 1) e eixo imaginário medindo 4/2 : 

34) vértices A,(-3, -4) e А, (3, 4) e que seja hipérbole eqüilátera; 

35) focos Қ (-1,-5)е Е, (5, -5) e que seja hipérbole eqüilátera; 

36) centro C(2, -3), eixo real paralelo a Oy e passando por (3, -1) e (-1, 0); 
37) centro С(-2,1), eixo real paralelo a Ox e passando por (0, 2) e (-5, 6). 

Em cada um dos problemas 38 a 43, determinar a equação reduzida, o centro, os 
vértices, os focos, a excentricidade e equações das assíntotas das hipérboles dadas. Es- 
boçar o gráfico. 

38) 9x? - 4y? -18x -16y -43=0 41) 4х2-у2-32х-4у-24-0 
39) x?-4y?+6x+24y-31=0 42) 16x? - 9y? - 64x - 18y +199 =0 
40) 9x? - 4y? -54x +8у+113= 0 43) 25x? - 4y?+40y = 0 
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Nos problemas de 44 a 49, obter equações paramétricas da hipérbole de equação 


dada. 

44) х2-4у2-4 47) 9х2-16у2-1-0 , ` 

45) 3y?-x?-9=0 48) 9x? -25y? - 18x - 50y - 241-0 
46) x?- y?-1 49) 3x?- у2+18х 418-0 


Nos problemas 50 a 53, obter uma equação is da hipérbole dada por equações 


paramétricas. Esboçar o gráfico. 


54) 


55) 


56) 


57) 


58) 


х = 45есӨ 52 ХЭЭ ай: 

y =2tan0 y =1+4+4sec9 

x=tan0 NC | |x=2sec0 

53): 5 

y =3sec8 у= 4+ 4/3 (апӨ 

Determinar os focos da hipérbole de equações x = 4+ 45 алд e У--5--25ес0. 
| 2 x3 

Encontrar uma equação de hipérbole com focos nos vértices da elipse а =le 


vértices nos focos dessa elipse. 
de 2422 


Encontrar uma equação da elipse com focos nos vértices da hipérbole X dec лгы 


vértices nos focos dessa hipérbole. 


Encontrar uma equação da hipérbole de excentricidade 2 e focos coincidentes com os 
2 .2 
focos da elipse E 3. 24. 
25 9 


Determinar uma equação da curva descrita por um ponto que se move, de modo que 
sua distância ao ponto A(-1, 3) seja 

a) igual a sua distância à reta x = 3; 

b) a metade de sua distância à reta x = 3; 

c) o dobro de sua distância à reta x = 3. 


Respostas de Problemas Propostos 


1) 


2) 


3) 


А(+2, 0), F(t413,0, e=, y= 


= 


< 
I 
+ 
Nie win NIY 
м 


А(0, +2), F(0, 44113), e= 


ZEE: 
ын Оо 


+ 


А(+5, 0), F(+/41,0), e 


ы 
1 
+ 


pá 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 
9) 


10) 


11) 


12) 


14) 
15) 
16) 
17) 
18) 
19) 
20) 
21) 
22) 
23) 
24) 
25) 


38) 
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12 12 


4 


3x-2y-7=0 e 3х+2у+1= 0 


tog e Са, -2), A,CL-2, A2(3,-2), Fl 3/3, -2), e= 52 


AGAO) | FG&0, е=5, у-аӛ 
А(0,+2), НО, +3), е-2, у=+25, 
А(%2У2,0), Е(4243,0, e= a y= 25 x 
А(0,+2),  F(0,+245),.. ez 4/5, y=t>7x 
A(, 0), F(+/2,0),  e-42, у-іх 
A(0,+/2,),  F(0,+2), е-42, у-іх 
A(0, 2), БО, 235, e- S y =+2x 
А(+1, 0), FO 0), e= LUA usps 

3 3 3 
NESEN FO, + УЗ), ый. у= +/2х. 

2 2 2 

16x? -9y?-144 20 26) 2x?-2y?-9 . | 
4х? - 5у2+20=0 27) 3x? - y? -18x +4y+11=0 
15у2-х2-15-0. 28) 8x? - у2- 64x - 4y+116=0 
7х2 -9y?-252=0 29) 4х2- 9y? -16x -36y 416-0 
х? -3у2+75=0 30) x?-3y?-10x+12y+40=0 | 
4х? - 7у2+28 = 0 31) 12y? - Ax? - 24у + 24x - 51-0 
x?- у2=8 32) 5х? - 4у2+30х + 88у +21 = 0 
4x? - 21у2= 84 33) х2-у2-10х+2у+16=0 
16y? - 9x? - 576= 0 34) x? -y?- 6x «25-0 
x?-12y?-16=0 35) 2х2-2у2-8х-20у-51-0. 
4x?- y? -36-0 36) 5х2-8у2-20х-48у-25-0 
16y? - x?- 64 37) 24x? - 5y?- 96x +10y=0 


V13 
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39) 5.3.1 063,3, А,(-5,3), А, (4, 3), FC3+ 4/5, 3), e = 


Б 
b 
el 


2 724 
х-2у+9=0 ех+2у-3=0 

40) Y à E -1,С6,1, A,G, -2), A, (3, 4), FG, 1+ 4/13), e = ын 
3x-2y-7=0€e3x+2y-11=0 

41) х : У =1,С(4, 2), A, (1,2), А, (7,2), F(4 135, 2),е= 45 


2x-y-6=0 e 2x+y-10=0 
у? x? 5 
42) —- a 1, CQ, 1), A,(2, 5), А, (2,3), F (2, -6), E52, 4уе = 4 


16 
4х - Зу -11=0 e 4x +3у - 5 = 0 
12 12 
43) P - я =1, C(0, 5), A,(0, 0), А, (0,10), F(0, 5+ 4/29), e = 22 
5x-2y «1020 e 5x+2y-10=0 
х= ае 
х = 25есӨ 3 
44) 47) 
y=tan6 1 
y 2—secO 
4 
25 х =3tan0 48) E 
y = J3sec0 y =-14+3tan0' 
= 0 жу. 
46) X — sec 49) x =-3+ 4/3 sec8 
y =tan0 y =3tan0 


50) x?-4y?-16=0 

51) 9х2-у2+9=0 

52) 16x? - 9y? - 64x -18y +199 = 0 
53) 3x? - 4у2+32у - 76-0 

54) (4, -8) e (4, -2) 

55) 9х2-16у2-144-0 


56) 9х2-5у2-45-0 


2 2 
"um 


57 - 
l 12 


X 
4 
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58) a) y” - 6y+8x+1=0 (parábola) 
b) 3х2+ 4y? +14x - 24y +31=0 (elipse) 
с) 3x? - y? - 26x + 6y +26 =0 (hipérbole) 


Curiosidades 

Para encerrar o estudo das cônicas, vejamos, a título de ilustração, a propriedade da re- 
flexão de cada uma delas. - 
1) Parábola | 

Na prática, esta curva tem uma série de aplicações. 
Ouve-se dizer que antenas de ТУ e os espelhos dos faróis . 
dos automóveis são parabólicos. Mas isso tem alguma 
coisa a ver com a curva que estudamos? Tem tudo. ` 

Na verdade não se trata de “uma” só parábola e sim 
de um parabolóide (Figura 8.46), que é a superfície de 
revolução obtida girando-se a parábola em torno do seu 
eixo. Todas as infinitas parábolas que possamos imaginar 
formando o parabolóide têm o mesmo foco F. 

Admitindo espelhada a parte interna deste parabolóide 
(pode ser um farol de automóvel, ou holofote, ou outros refle- 
tores em geral), se uma fonte de luz for colocada em F, os 
raios que esta fonte irradia serão refletidos ao longo de retas 
paralelas ao eixo (Figura 8.47). 

Esta propriedade, chamada re- 
flexão, está baseada no fato de que, 
sendo 1 uma reta tangente. a uma pará- 
bola no ponto P (Figura 8.48) o àn- f 
gulo œ (ângulo de incidência) é igual Figura 8.47 
ao ángulo fj (ângulo de reflexão). 


Figura 8.46 


Este mesmo princípio é utilizado na 
fabricação de antenas parabólicas e espelhos 
de telescópios. Como os sinais (ondas de 
rádio ou raios de luz) são muito fracos, há a 
necessidade de captá-los utilizando uma su- 
perfície ampla e concentrá-los num único ponto (que é o foco F) a fim 
de serem amplificados (Figura 8.49). Ё 


Figura 8.48 


Figura 8.49 
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Entende-se agora porque as antenas e os espelhos telescópicos precisam ser parabólicos. 

O experimento da foto (Figura 8.50) encontra-se no Museu de Ciências e Tecnologia 
da PUCRS e traduz de uma forma particular a propriedade da reflexão da parábola. A 
mesa é dotada de um anteparo curvo de forma parabólica. O orifício na mesa está exata- 
mente na posição do foco desta parábola. Então, um objeto (na foto é um botão) ao ser 
lançado paralelamente ao eixo da curva, após chocar-se contra o anteparo, retorna e cai 
sempre no orifício. O menino da foto deve estar achando esta “proeza” resultado de sua 
habilidade. 


Figura 8.50 
2) Elipse 
A propriedade da reflexão na elipse é análoga à da parábola. Se / i 
é a tangente no ponto P de uma elipse de focos F e Е,, são iguais os d 


A 


ángulos œ e B formados pela reta tangente e os raios focais F P e 
F, P, respectivamente (Figura 8.51). 

Imaginando uma superfície obtida girando-se a elipse em torno 
do eixo maior (a superfície é um elipsóide), e admitindo espelhada a parte Figura 8.51 
interna, se uma fonte de luz for colocada num dos focos, digamos Қ, os 
raios que esta fonte irradia serão refletidos todos no outro foco 
E; (Figura 8.52). 

Se ao invés de uma fonte luminosa tivéssemos uma 
fonte sonora, o som emitido de F se refletiria nas paredes 


do elipsóide, convergindo em РБ. 


Figura 8.52 
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3) Hipérbole 

A propriedade da reflexão na hipérbole é análoga à da elipse: a reta tangente £ num 
ponto P da hipérbole é bissetriz do ângulo formado pelos raios focais F P e БР, isto é, 
о = В (Figura 8.53(a)). 


Seja a superfície obtida girando-se uma hipérbole em torno da reta que contém seu 
eixo real (a superfície é um hiperbolóide de duas folhas), e admitindo-se espelhada a parte 
externa da superfície, todo raio de luz incidente à superfície na direção de um dos focos, é 
refletido na direção do outro foco (Figura 8.53(b)). 


(a) (b) 


Figura 8.53 


Superfícies 
Quádricas 


Introdução 
A equação geral do 2º grau nas três variáveis x, y ez 


ах?+ by^4 cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + ny t pz 4-0 


onde pelo menos um dos coeficientes a, b, c, d, e ou f é diferente de zero, (a fim de assegu- 
rar grau 2 para a equação), representa uma superfície quádrica, ou simplesmente, uma 
quádrica. 

Observemos que, se a superfície quádrica dada pela equação (1) for cortada pelos 
planos coordenados ou por planos paralelos a eles, a curva de interseção será uma cônica. 
A interseção de uma superfície com um plano é chamada traço da superfície no plano. 

Por exemplo, o traço da superfície quádrica (1) no plano z = O é a cônica 

ax?+by?+2dxy +mx+ny+q=0 (2) 
contida no plano z = О, isto é, no plano хОу, e representa uma elipse, uma hipérbole ou 
uma parábola, pois suas equações gerais são desse tipo. Em casos particulares, no entanto, 


a equação (2) pode também representar uma reta (Зх2= Ох = 0), ou duas retas 
(xy 20 & x «00u у = 0), ou um ponto (3х2+4у2=0 €» x = y 20) óu o conjunto va- 


zio (x^^ у?+3 = 0) . Estes casos constituem as cónicas degeneradas. 

A redução da equação geral (1) das quádricas às suas formas mais simples exige 
cálculos laboriosos, o que não é objeto deste texto. Daremos ênfase ao estudo das quádri- 
cas representadas por equações denominadas canônicas e intimamente relacionadas às 
formas reduzidas das cônicas. 
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Superfícies de Revolução 

Superfície de Revolução é a superfície gerada por uma curva plana (chamada geratriz) que 
gira de 360º em torno de uma reta (chamada eixo) situada no plano da curva. Neste caso, o 
traço da superfície num plano perpendicular ao eixo é uma circunferência e a equação da 
superfície de revolução é obtida através da equação da geratriz. | 


Exemplo 


2 
em torno do eixo dos y 


Seja a superfície gerada pela revolução da parábola | 2 
х= 


(Figura 9.1). 


Р(х,у,2) 0(0,у/2 ) 


Figura 9.1 


Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superfície e С(0,у,0) o centro da circunferén- 
cia que é o traco da superfície no plano que passa por P e é perpendicular ao eixo dos y 


2 


(eixo de revolução). А interseção desta circunferência com а parábola é о ponto 
О(0,у, 21). 

Seja R o pé da perpendicular traçada de Р ао plano xy. Ainda, СР = СО = r, por 
serem raios da mesma circunferência. 


Como o triângulo CRP é retângulo em R, vem CP= \(СЕ.)?+ (RP)? = x? 2 


Mas, CQ = z, = 42у, pois О é ponto da parábola. Portanto, 


Ух? +22 = /2y 


х2+22= 2у 6) 
que é a equagáo desta superfície. 


ou 
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Observemos que essa equação (3) pode ser obtida imediatamente pela substituição, 
na equação z? —2y (geratriz), de z por Vx? +22 . Utilizaremos este procedimento para 
todos os casos de superfície de revolução. 

Então, se a geratriz estiver contida num dos planos coordenados e girar de 360? em 
torno de um dos eixos desse plano, a equação da superfície assim gerada será obtida da 
seguinte maneira: se a curva gira em torno 


E do eixo dos x, substitui-se y ou 2 na equação da curva por 4 y? +22; 
Р do eixo dos y, substitui-se x ou 2 na equação da curva por Vx? +z? ; 
үх2-у?. 


A seguir estudaremos as superfícies quádricas denominadas elipsóides, hiperbolói- 
des e parabolóides. 


с) do eixo dos 7, substitui-se x ou y na equação da curva por 
E A A A 


Observacáo 
Quando da substituigáo de z por 4 х2- z? na equação 22= 2у para resultar. х2+22 =2y, 
considerou-se z 20. Para se ter a superfície completa devemos substituir z por 


+vx? +z2, o que não vai alterar em nada a equação (3) da superfície. A mesma obser- 
vação vale também para as outras substituições acima descritas., 


Elipsóides 

Consideremos no plano yz a elipse Ao girarmos essa elipse em torno do eixo Oy, 

de equações obtemos o elipsóide de revolução (Figura 9.3), 

y z cuja equação será obtida da equação da elipse, 
+= =1, x = 0 ( Figura 9.2) substituindo-se z 


b? c 
рог +үх2 +22: 


ou 


N 


2 
X Z 
ER 
с b с 


Рїрига 9.2 Figura 9.3 


2 2 
x tz 


1 


216 Vetores e Geometria Analítica 


De maneira análoga se obtém o elipsóide de revo- 
lução em torno de Oz. Neste caso sua equação é obtida 
da equação da elipse, substituindo-se y рог 
+ A x? + y? : 


2 2 2 
X 7 
¿Y 


wy 
O elipsóide da maneira mais geral (Figura 9.4) é 

representado pela equação 

e Ї 32 32 23 EP e pero адан Fa S | Figura 9.4 


onde a, b e c são reais positivos e representam as medidas dos semi-eixos do elipsóide. 
Observemos ainda que os pontos (ta, 0, 0), (0, + b, 0) e (0,0, +c) são soluções da equação 
(4), chamada forma canônica do elipsóide. 


2-2 
O traço no plano xy é a elipse E =1, z = Q е os traços nos planos xz e yz são 
a 
; XN y z 
as elipses CUM ES 1,у-де КЕЛЕ ШІСІ 1, x = 0, respectivamente. 
a^ c b^ c 


Observemos também que as interseções do elipsóide com planos x = k, y = k ou z = k 
(k = constante), resultam numa elipse, num ponto ou no conjunto vazio. 
No caso de a = b = c, a equação (4) toma a forma 


NOR SE 223 й ОРЕ TCU EON 
| х? +у2 +22 =а? Е 6)! 


2 тәтем -ш A 1 шше шу. 1.6). ч — e HÀ 2.22... 2 da e M —À——— ОИНА 


e representa uma superfície esférica de centro (0, 0, 0) e raio a. 

Observemos que esta superfície também é de revolução e obtida pela revolução de 
uma circunferência em torno de um de seus diâmetros. 

Se o centro do elipsóide é o ponto (h, k, 1) e seus eixos forem paralelos aos eixos 
coordenados, a equação (4) assume a forma 


E 


A rama siim гайг 1 


Gn? (у-к)? G-D* , К 


a? b? c? 


obtida por uma translação de eixos. 


= 


Cap.9 Superfícies quádricas 217 


Exemplos 

1) Determinar uma гэн da superfície esférica de centro C e raio r, nos casos: 
а) С(0, 0, 0), г = 
b) С(2, 4, -1), r = 5 


Solução: 
a) Da Өш (5), ует шейш 
х2+у2+22= 42 ou 2 х?+у ?+7? !16- 0 


b) Seo centro da superfície esférica é C(h,k,1), por simples translação de eixos a a equação 
(5) assume a forma 


(x -b)+ y 10% (2 - ег? (6) 
No caso presente, tem-se 

(х -2)2+(у - 4)2+(2+1)2=32 | 
ou | : 
x?-4x+4+y?-8y+16+z*+22+1=9 
ou 

x? +y? +22 -4x-8y+22+12=0 
2) Dada а equação da superfície esférica x? + y? +22 -6х-4у-12-0, determinar o 

centro e o raio. | | 

Solução: 
Comecemos escrevendo a equação na forma 

(x? +6x)+(y? -4у) +22 =12 
e completemos os quadrados 

(Х2-6х--9)-(у2-4у-44)-(22)-12-9-4 
não esquecendo de somar 9 e 4 ao segundo membro para “equilibrar” a soma feita ao pri- 
meiro membro. 

Logo, a equação fica 

(x +3)? + (у - 2)? + (2-0)? 25? 
e, portanto, С(-3,2,0)ег-5. 
Observação 
É fácil ver que uma equação de superfície esférica do tipo (6) poderá representar 
a) um ponto, se г2-0 (ёо próprio centro); 


b) um conjunto vazio, se г?<0. 
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3) Obter uma equação geral do plano x tangente à superfície esférica 
x? +y? +2? -4x+6y+2z-35=0, no ponto P(4, 3, 2). 


Solução: 
Um plano m é tangente a uma superfície esférica de centro C e 
raio г se a distância d(C, л) = г e, sendo P o ponto de tangén- 


cia, o vetor CP é um vetor normal a л. Então, precisamos 


determinar o ponto C. D> 
Utilizando: o método do problema anterior, а equação da 
superfície esférica será 


(х -2)2 +(у+3)2 +(2+1)? =49 
е, portanto, C(2, -3, -1). 
Como CP=P-C= (2, 6, 3) é um vetor normal a т, uma 
equação geral de л é 2x+6y+3z+d=0 e pelo fato de que 
Р(4, 3, 2)є л tem-se 2(4)-6(3)-3(2)-4-0 e d=-32. Эс Figura 9.5 
| Logo, uma equação de т é 2х+бу+32-32=0. 


Hiperbolóides 
Consideremos no plano yz a hipérbole de equações 
2 2 
2 Я 
7752 71250 (Figura 9.6) 


Figura 9.6 


Os hiperbolóides de revolução serão obtidos por rotações em torno de um de seus 
eixos. 
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a) Hiperbolóide de uma Folha 

A rotação dessa hipérbole em torno do eixo Oz 
resulta no hiperbolóide de uma folha (Figura 9.7), 
cuja equação será obtida da M da рет за» 


substituindo-se у рог + + 4х? + у? 


ат 
ou | 

5529 12 

b? b? eo 


Um hiperbolóide de uma folha da maneira mais 
geral é representado pela equação 


Figura 9.7 


chamada forma canônica do hiperbolóide de uma folha ao longo do eixo Oz. As outras 
duas formas são i i 


! 
11 
кі 
о 
1 
+ 
1 
ке 


e representam hiperbolóides de uma folha ао lóngo dos eixos Oy е Ox, respectivamente. 
“А equação (7) mostra que o traço do hiperbolóide no plano ху é a elipse 


2: 42 
x ! 
=> + ын -1 ,Z-— 0 
a^ b 
e os traços nos planos xz e yz são as hipérboles 
2 22 2 „2 
x^ 2 2 
—у--у=1,у=0 :— ‚х= 0, 
a^ c b^ c 
respectivamente. ч 


Um traço по plano 2 = ké é uma elipse que aumenta de tamanho á medida que o plano 
se afasta do plano xy. Os traços nos planos x = К e y = k são hipérboles. 


Observação 

É importante assinalar que, embora a Figura 9. 7 mostre um hiperbolóide lititado ao longo 
do eixo Oz, essa figura se prolonga indefinidamente ao longo desse eixo (a menos que se 
restrinja o valor de z a um intervalo limitado). Esta PREGAÇÃO estende-se para todas as 
superfícies a serem apresentadas. 
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b) Hiperbolóide de duas Folhas 

A rotação da hipérbole da Figura 9.6 em tor- 
no do eixo Oy resulta no hiperbolóide de 
duas folhas (Figura 9.8) cuja equação será - 
obtida da equação dessa hipérbole, substitu- 
indo-se z por ty x? +z? : 

y xz _ 


ou 


Figura 9.8 


chamada forma canónica do hiperbolóide de duas folhas ao longo do eixo Oy. As outras 


duas formas sáo 


x? y? z? x? 2 22 


y 2 
a" b? c? a Ue : 
e representam hiperbolóides de duas folhas ao longo dos eixos Ox e Oz, respectivamente. 
Observemos ainda que os traços desses hiperbolóides nos planos x = k, y = k ou 
2 = k (К = constante) resultam em hipérboles, elipses, um ponto ou o conjunto vazio. 


Resumo 
As equações dos elipsóides e hiperbolóides podem ser reunidas em 
52 у? y 
E—-i += -=l 


a? b? c? 
e conforme os sinais dos termos do 1? membro, apresentados nesta ordem, temos o se- 
guinte quadro: 


Elipsóide 


Hiperbolóide de 
uma folha 


Hiperbolóide de 
duas folhas 
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Parabolóides 


a) Parabolóide Elíptico 
Consideremos no plano yz a parábola de equações 
5 | 
P 
z- "E x = 0 (Figura 9.9) 
A rotação dessa parábola em torno do eixo Oz resulta no 
parabolóide de revolução (Figura 9.10) cuja equação será obtida 


da equação da parábola, substituindo-se y por ++ x^ y? : 


хуг 


От parabolóide mais geral, denominado parabolóide 
elíptico, é representado pela equação 


chamada forma canônica do parabolóide elíptico ao longo do 
eixo Oz. As outras duas formas são 


Е ut : E 
a? с? | b? с? 
e representam parabolóides elípticos ao longo dos eixos Oy e Figura 9.10 


Ox, respectivamente. | 
À equação (8) mostra que o traço do parabolóide no plano ху (2 = 0) é a origem (0, 0, 0), 
os tragos nos planos z = k> 0 são elipses, nos planos ; z=k< 0 são vazios e nos planos 


x =ke y = k são parábolas. 
2 


Ехетріо 
А Figura 9.11 representa о PERA elíptico de 
equação 


у=4х?+2? 

ой 
_ х2 NC 
JE 1 


4 
ao longo do eixo Oy. 


Figura 9.11 
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2 
Observemos que no plano y = 4 está a elipse EUR =1 eas parábolas nos planos x = 0 


ez=0sáo 

у=22,х=0 е у= Ax? , 2 = 0, respectivamente. 
b) Parabolóide Hiperbólico 
A superfície dada por uma equação do tipo 


2 2 
| 2=2-E (9) 
A E AI pecu Lu A E A 


é denominada parabolóide hiperbólico e esta equação é chamada forma canónica do pa- 
rabolóide hiperbólico ao longo do eixo Oz (Figura 9.12). As outras formas sáo 


ЖЕ x? 
2% a2 
e 
22 у? 
Желсу о 
c^ b 


e representam parabolóides hiperbólicos ao 
longo dos eixos Oy e Ox, respectivamente. 

A equação (9) e a própria Figura 9.12 
mostram que os traços nos planos x = ke 
у = k são parábolas, ao passo que em z = k 
são hipérboles que se degeneram em duas 
retas quando z = 0. Na verdade, fazendo 
z = 0 na equação (9), resulta 


2 2 i 
y | Figura 9.12 


e representam as duas retas acima referidas, podendo ser visualizadas na Figura 9.12. 
Ainda com relação à equação (9), observemos que quando z = К> 0, os traços nesses pla- 
nos são hipérboles com eixo real paralelo a Oy, enquanto que para z=k < 0, os traços são 
hipérboles de eixo real paralelo a Ox. 
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Superfícies Cônicas 
Consideremos no plano yz a reta g de equações 
z = my, x = 0 (Figura 9.13). | 
A rotação desta reta em torno do eixo Oz resulta na superfí- 
cie cónica circular (Figura 9.14) cuja equação será obtida da 


equação da reta substituindo-se y por + y/ х?+у?: 


7. ШЕ үх?+ у? | Dips m?(k?+y?) 


ou ainda, 
25 22 
25232 ОАВ 
2 = => + 72 
a^ а Я 
А reta g é chamada geratriz da superfície е o ponto О, que 
separa as duas folhas é o vértice da superfície. 
Uma superfície cônica mais geral, denominada superfície 
cônica elíptica é representada pela equação 


chamada forma canônica da superfície cônica ao longo do eixo 
Oz. As outras duas formas são 
7 54 27.22 


x. X° 7 2 у 2 
CRUS X MS 
c Figura 9.14 
e representam superfícies cónicas elípticas ao longo dos eixos Oy 
e Ox, respectivamente. 

A equação (10) mostra que o traço da superfície no plano ху (2 = 0) é o ponto О(0, 0, 0) e 
em z = К são elipses. Os traços nos planos x = k ou у = k são hipérboles que se degeneram 
em duas retas no caso de x = 0 ou y = 0. 


Exemplo | 
Se a reta z = 2y, x = 0, do plano yz é girada em torno de Oz, a superfície de revolução 
resultante é a superfície cônica circular de vértice na origem e eixo coincidindo com Oz, e 


cuja equação se obtém de z = 2y substituindo y por ++ х2+у2 :. 
z=+2)x?+ y? ou 22 = (x^ y?) 


Observacáo | . | 
No caso dos hiperbolóides, parabolóides e superfícies cônicas de centro ou vértice по 
ponto (h, k, 1) e eixo paralelo а um eixo coordenado, de forma análoga: ao que foi feito pará 


224 Vetores e Geometria Analítica 


o elipsóide, as equações serão obtidas das correspondentes formas canônicas substituindo- 
sexporx-h,ypory-kezporz-l. 


Superfícies Cilíndricas 
Seja C uma curva plana e r uma reta fixa não-paralela ao plano de С. 

Superfície cilíndrica é a superfície gerada 
por uma reta g que se move paralelamente à reta 
fixa r em contato permanente com a curva plana C. 

A reta g que se move é denominada geratriz 
e a curva C é a diretriz da superfície cilíndrica 
(Figura 9.15). 

Esta superfície pode ser vista como um con- 
junto de infinitas retas paralelas que são as infini- 
tas posições da geratriz. 

Em nosso estudo consideraremos apenas 
superfícies cilíndricas cuja diretriz é uma curva 
que se encontra num dos planos coordenados e a 
geratriz é uma reta paralela ao eixo perpendicular 
ao plano da diretriz. 


Para exemplificar, consideremos a parábola Figura 9-15 
no plano xy dada por 
х2-2у (11) 


(na verdade a parábola tem equações: х2- 2y, 2 = 0). 

Como a geratriz é uma reta paralela ao eixo Oz, a su- 
perfície cilíndrica está ao longo deste eixo (Figura 9.16). : 

É importante observar que se tomarmos um ponto da 
diretriz, por exemplo A(2, 2, 0), todo ponto do tipo (2, 2, z), 
para z real qualquer, também satisfaz a equação (11) pois 


esta pode ser vista como x?- 2у +02. Em outras palavras, a y A 
superfície contém o ponto A e toda reta por A e paralela ao eixo | 
Oz. Significa dizer: o valor de z não influi no fato de um ponto Figura 9.16 


P(x, y, z) pertencer ou não à superfície. Então, como para o ponto só interessam as variáveis x e 
y a própria equação da diretriz é a equação da superfície cilíndrica, isto é, 
x*=2y 
A auséncia da variável z para este caso permite concluir de modo geral: o gráfico em 
três dimensões de uma equação que não apresenta uma determinada variável, corresponde 
a uma superfície cilíndrica ao longo do eixo desta variável ausente. E, ainda, conforme a 
diretriz seja uma circunferência, elipse, hipérbole ou parábola, a superfície cilíndrica é 
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chamada circular, elíptica, hiperbólica ou parabólica. - 
Portanto, a Figura 9.16 apresenta uma superfície cilíndrica 
parabólica ao longo do eixo Oz. 
Assim também, a equação 

2: 22 

2 + 22 =] 

4 9 
representa uma superfície cilíndrica elíptica (a diretriz é 
uma elipse) ao longo do eixo Oy (y é a variável ausente) 
(Figura 9.17). 


Figura 9.17: 


Problemas Propostos 
1) Determinar uma equação das superfícies esféricas nas condições dadas. 
a) Centro CQ, -3, 1) e raio 4. 
b) Centro C(4, -1, -2) e passando por Р(2, 3, -1). 
c) O segmento de extremos A(-1, 3, -5) e B(5, -1, -3) éum n de s seus diâmetros. 
d) Centro C(-2, 3, 4) e tangente ao eixo Oz. 
e) Centro С(0, -4, 3) e tangente ao plano л:Х--2у-22-2-40 
2) Determinar uma equação da superfície esférica de centro C(2, -3, 4) e 
a) tangente ao plano хОу. 
b) tangente ao plano xOz 
c) tangente ao plano yOz 
Obter uma pn geral do plano tangente à superfície esférica E no ponto P. 


a) E:x Ey 24 22-9, P(2, 1, -2) 
b) E: (x -3)?- (y 4?» (z - 2)2=12, Р(1, -3, 4) 
c) E: xv у2+22- Ax +2у -62-11= 0, Р(2, -5, 6) 


3 


МУ 


4) Obter uma equação da superfície gerada pela rotação de cada ima das curvas dadas 
em torno do eixo indicado. 
2.22 
а) a deb > = 0; eixo maior. f) у= 4х2, 2 = 0; eixo Oy. 
2 19 
b) aih z = 0; eixo menor. g) z=-2y”,x=0; eixo Oz. 
c) x? +y? 29, z = 0; eixo Ox. . h) z-2y,x = 0; eixo Oz. 
2 
d) q Y” =1,x=0; eixo Oy. i z=2y,x=0; eixo Oy. 


2 
e) "Y =1,x=0; eixo Oz. p y=x, z= 0; eixo Oy. - 
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5) Reduzir cada uma das equações à forma canônica (caso não esteja), identificar a super- 


6 


ми 


fície e construir seu gráfico. 


a) х2+у2+22= 25 1) 36х2-4у2-9:22-0 
b) 2х2+ 4у2+22-16=0 m) 4x?+ 4y? - 220. 
c) 36х2+16у2+922 -144=0 п) z-x^« y? 
d) 36x?+16y? - 922-144 2 0: 0) 2=2+х2+ у? 
е) 4х2 - y?+ 422-420 i m p) z--x?-y? 
f) 22 - 4x? -4у2-4 q) z=6-x?- y? 
g) 4x?- y?« 27244 20 г) y=2+x2 +22 
h) 4х2%22-у-0 8) х2+у2-9 
i) 9х2+4у2+92 = 0 " t) х2+2=0 
p y2+472-x=0. | | u)z-4-x? 

3 сей 
RN = PIC 
Identificar e representar graficamente as superfícies expressas pelas equações nos in- 


tervalos dados. 


a) xt -3<2<0 h) х2-у2+22=0, -4<у<4 


2 
b) 3x? - y?+2z?=0, -6<y<6 Тэ. к=-4+5—+17, -4<х<5 
с) 22 = х2+у2+1, 3<2<3 p 2-4-2х2-у2, 0<2<4 
4) 22 z x24 y?.1, -3<7<3 k) у2+422= x, 0<х<4 
22 : 

e) Цана ы, -2<у<2 ly у2+42?-4=0,-4<х<6 
D ys6x'-2*. -3<у<6. m) у2-х2=16, 0<z<4 

в) х2= 22, -3<у<5 n) z=9-y?, -4<х<4 


7) Identificar as superfícies definidas pelas equações, dizendo ao longo de que eixo elas 


ocorrem, conforme o caso. А 


a) 25x24100y?-- 3622- 900 = 0 с) z=-V16-x2-y? 
b) z «49 - x?- y? | | d) y=416x?+4z? 
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e) =x y? 5 204 1 . р z--Jx^«y? 


f) 12х2-4у2-3:2-12-0 p 2-3-(х2 + y? 


g 


) > = үх?+у?-1 kK) х2-2-9-0 


h) z=4/4+4x?+ 4y? е ER D x-y=0' | 


8) 


9 


— 


10) 


Identificar a superfície S e a sua interseção com o plano л dado. Representar grafi- 
camente esta interseção no plano л. 


а) S:y?-4z?-2x -0 е л:х-2-0 
b) 8:4х2-4у2-22-0 е m:z-4 


2 2 
с) 5 жасады дс. е T:z= 
9 
2 2 2 
Әз. 2] e т:х=2 
4 8 16 


е) S:x?+y+z?=0 e п:у+4=0 

f 5:18х2+9у2-222-18=0 e m:z-3 
Identificar e descrever as superfícies de equações dadas. 
a) x?« y?« z? -6x+4y+9=0 

b) x?+4y?+8x -8y - 424 28-0 


c) 4x? - 2у2+22 -24x - Ay 824 4220 


d) 2x?+ y? - 422 c 2y 45-0 

e) х2+у2-2у=0 

D y? - 42? - 4х - 6y - 242-31=0 

g) 6x2+3y2+272+24x - бу -122+39=0 
h) x2-4x -z4 620 

i) 2x?-6y?-3z? -24y 4 62-2740 


1 x^-y?-4x-6y-z 412-0 
O traço de um elipsóide (centro na origem) no plano xy é a elipse irm -1,2-0. 


Determinar a equação do elipsóide, sabendo que contém o ponto (o. 1, 46 ). 
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11) Deduzir uma equação do parabolóide de vértice na origem, sabendo que sua interse- 
ção com o plano z = 4 é a circunferência de centro (0, 0, 4) e raio 3. 
2 2 „2 


12) Determinar os vértices e os focos da elipse саз cce 2-3. 
Respostas de Problemas Propostos 
1) a) х2-у?-2 -4х-6бу-22-2-0 
р) х?+у?+22-8х+2у+42=0 
с) х2-у7--22-4х-2у%82-7-0 
d) х2+у2+22+4х - бу - 82+16= 0 
e) 9х2+9у2+922+ 72у - 542 -31=0 
2) а) х2+у2+22 - Ax +бу - 82+13 = 0 
b) х2+у2+22 - Ax +6бу - 82+20=0 
с) х2+у2+22- Ax c 6y -82+25=0 
3) а) 2x+y-22-9=0 
b) х+у- 2+6=0 
с) 4y - 32 +38 = 0 
2 2 „2 | 
хе. о 2452 
4) а) —+— +— =1 =4xº+4z 
I qeu D3 
2 22122 
х y 2 2 2 
b) —+—+—=1 2=-2х - 2 
Fa 71616 8) : 
32 
с) х2+у2+22=9 h) уга энд 
2 2 2 2 
Х 2 Z 2,Z 
d) —-y^-—-1 1) —- ---0 
134 5 3 dr dun 
z? 2 2 : 2 2 2 
е) A -ytzl p х“-у 2-0 
x) y 22 
5) a) — t —— + — = 1, superfície esférica de raio 5 
25 25 25 | 
2 2а В 


b) É +? 42 21, elipsóide 
8 4 16 
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с) Es X47 =, elipsóide 
4 9 16 
42 y. 2 
d =+—-—=1, hiperbolo de uma folha 
4 9 16 
2-2 222 
е) 12 - 23 TE =1, hiperbolóide de uma folha 
22 
f) x?- y? + 4 -1, hiperbolóide de duas folhas 
y 22 
g) -x° + Toa =1, hiperbolóide de duas folhas 
x? х 
h) yz Ло? z? , parabolóide elíptico 
4 
y? 
i) z=- 2 Um parabolóide elíptico 
4 5 


2 
px- yc , parabolóide elíptico 


4 
k) parabolóide hiperbólico 
22-22 
x^ 7 
1) y?= erue superfície cónica 
9 9 
2 2 
х а дт 
m) 22 = Рем ын , superfície cônica 
4 4 


n) parabolóide circular 

о) parabolóide circular 

p) parabolóide circular 

q) parabolóide circular 

r) parabolóide circular 

S) superfície cilíndrica circular 

t) superfície cilíndrica parabólica 
u) superfície cilíndrica parabólica 
v) superfície cilíndrica hiperbólica 
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6) a) parabolóide elíptico h) superfície cônica circular 
b) superfície cônica i) parabolóide elíptico 
c) hiperbolóide de duas folhas 1) parabolóide elíptico 
d) hiperbolóide de uma folha |. . K) parabolóide elíptico 
e) parabolóide elíptico 1) superfície cilíndrica elíptica ' 
f) parabolóide circular m) superfície cilíndrica hiperbólica 
g) superfície cilíndrica parabólica ` n) superfície cilíndrica parabólica 


7) a) elipsóide 
b) semi-superfície esférica superior de raio 3 
c) semi-superfície esférica inferior de raio 4 
d) semi-superfície cônica ao longo de Oy 
e) superfície cônica circular ao longo de Oz: 
f) hiperbolóide de duas folhas ao longo de Oz 
g) semi-hiperbolóide de uma folha ao longo de Oz | 
h) semi-hiperbolóide de duas folhas ao longo de Oz ` 
1) semi-superfície cônica inferior ao longo de Oz 
j) semi-superfície cónica ao longo de Oz 
k) superfície cilíndrica parabólica ao longo de Oy 
1) plano que contém o eixo Oz 
a) parabolóide hiperbólico e hipérbole 
b) superfície cônica e circunferência 
c) parabolóide hiperbólico e hipérbole 
d) hiperbolóide de duas folhas e ponto (2, 0, 0) 
e) parabolóide elíptico e circunferência 
f) hiperbolóide de uma folha e elipse 
a) superfície esférica, centro (3, -2, 0) e raio 2 | 
b) parabolóide elíptico, vértice (-4, 1, 2), eixo paralelo а Oz 
c) hiperbolóide de uma folha, centro (3, -1, -4), eixo paralelo a Oy 
d) hiperbolóide de duas folhas, centro (0, -1, 0), eixo paralelo a Oz. 
e) superfície cilíndrica circular, geratriz paralela a Oz 
f) parabolóide hiperbólico, centro (-1, 3, -3), ao longo de Ox. 
8) elipsóide, centro (-2, 1, 3), eixo maior paralelo a Oz 
h) superfície cilíndrica parabólica, geratriz paralela a Oy 
1) superfície cônica, vértice (0, -2, 1), eixo paralelo a Ox 
p PE circular, vértice (2, 3, -1), eixo paralelo a Oz 
42 
10) х2+ "am e 
4 8 
11) 4х2+4у2-92 = 0 


12) vértices: (0, +4, 3) e (+2, 0, 3), focos: (0, + 24, 3). 
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